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Introduction

Ce document présente mes travaux depuis ma thèse. Ils portent pour une

part sur le développement de nouveaux algorithmes pour le calcul exact sur

les nombres réels. L'autre part traite de la construction d'un environnement

de programmation certi�ée adapté au calcul formel.

Pour calculer e�cacement avec des nombres algébriques, nous verrons

dans la première partie que nous serons amenés à en avoir une � vision ré-

cursive �. L'implantation de ces algorithmes nous a amené à nous poser la

question du � sens� des constructions syntaxiques du langage de program-

mation que nous utilisons quand nous écrivons nos codes. Plus généralement,

mon expérience de programmation dans divers systèmes m'a conduit à une

ré�exion sur le langage de programmation � idéal � pour implanter des al-

gorithmes de calcul formel.

En tant que programmeurs de calcul formel nous manipulons des expres-

sions algébriques. Leur sens est celui des mathématiques sous-jacentes. Pour

nous le langage de programmation est un générateur de formules. Nous avons

ainsi tendance à voir les expressions du langage comme des expressions ma-

thématiques. Nous voyons les constructions syntaxiques que nous utilisons

comme des méta-formules. Nous leur demandons souvent la même concision

que celle des expressions algébriques que nous manipulons. Autrement dit,

nous avons une vision mathématique de la syntaxe de notre langage de pro-

grammation.

Un système comme Maple en est un bon exemple, tout y est mathé-

matique, c'est une calculette pour amateurs d'expressions algébriques. De

tels systèmes considèrent toutes les données comme des � objets mathéma-

tiques � sur lesquels on peut appliquer toutes les opérations algébriques. Le

système � lit � des expressions, les � simpli�e � en d'autres expressions qu'il

� a�che �1. C'est toujours le lecteur qui détermine leur � sens � à l'aide de

son � intuition � mathématique.

Malheureusement, on ne peut pas décrire de manière satisfaisante des

1
n'oublions pas que les premiers systèmes de calcul formel comme Macsyma ou Re-

duce sont issus de Lisp.
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INTRODUCTION 5

algorithmes compliqués dans un tel système. En tant que programmeur de

calcul formel, on est amené à faire des hypothèses sur les données au fur et

à mesure des calculs. Par exemple on peut être amené à ne travailler qu'avec

des polynômes en X à coe�cients sur les entiers. On voudrait pouvoir dire

que la procédure que l'on est en train d'écrire travaille sur ces polynômes et

uniquement ceux ci.

Ces contraintes sur les données sont di�ciles à décrire en Maple qui ne

gère que des � objets mathématiques �. Il y est di�cile de faire des � dé-

clarations �, c'est le programmeur qui a l'entière responsabilité des données

qu'il manipule. Il dispose de certaines aides, mais en �n de compte c'est lui

qui doit tester si la donnée que reçoit sa procédure est bien un polynôme en

X à coe�cients entiers.

Dans une calculette formelle, le mathématicien ne peut pas � parler � de

mathématiques, il ne peut que les � faire �. Le chercheur en calcul formel s'at-

tendrait à pouvoir formuler une vision plus descriptive des ses algorithmes :

� la technique ne s'applique qu'aux polynômes à coe�cients entiers �. Cette

phrase courante dans les laboratoires où on est amené à faire du calcul formel

conduit à ne pas se limiter à l'aspect calculatoire du système. On voudrait

pouvoir ajouter une déclaration qui garantisse cette propriété.

Toutefois, l'ajout de composantes descriptives (déclarations, propriétés

. . .) freine leur utilisation comme � calculette �. Certains utilisateurs, des

mathématiciens par exemple, connaissent � très bien � la signi�cation de leurs

formules et souhaitent pas avoir à l'expliciter dans le système. Par exemple un

mathématicien connaît les propriétés d'un résultant, il ne peut simplement

pas faire le calcul (trop compliqué) à la main. Il peut le manipuler sans même

le � lire �. D'autres utilisateurs ne s'intéressent pas au cadre mathématique

de leur problème. Ainsi un physicien se place naturellement dans le cadre

des nombres réels ou complexes et attend du système une aide � naturelle �

pour manipuler ses formules.

On a donc un antagonisme clair entre l'utilisateur de � programmes ma-

thématiques � et le développeur de programmes (mathématiques bien sûr).

Comme dans n'importe quel développement de logiciel, l'utilisateur veut de

la souplesse que le programmeur ne peut lui accorder. En calcul formel, le

développeur est souvent utilisateur. En tant que programmeur il veut de la

rigueur et en tant qu'utilisateur il veut des outils faciles à utiliser. J'entendais

récemment l'expression � shell mathématique �.

Ajouter des composantes descriptives au langage de programmation amène

l'implémenteur de calcul formel à abandonner sa vison � méta-formule � de la

syntaxe qu'il utilise. Les expressions mathématiques qu'il manipule doivent

se � concevoir � en tant qu'élément d'ensemble sur lesquels on applique des

opérations. On est ainsi plus � près � de leur véritable � nature� mathéma-
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tique.

Les concepteurs de systèmes comme Scratchpad/Axiom puis Aldor

ou bien Magma ont toujours considéré que les composantes descriptives

étaient nécessaires. Ils se placent donc du point de vue du programmeur ou du

mathématicien qui fait d'abord une théorie avant de l'appliquer. L'utilisateur

ce ces systèmes doit � entrer � dans le modèle et accepter de décrire les objets

avant de les manipuler. Le système peut les aider en a�chant la � nature �

de la donnée en même temps que sa valeur.

De tels systèmes permettent souvent une meilleure e�cacité pratique.

Plus un objet mathématique est � décrit �, plus son � codage � peut être

� simple �. Les entiers en base 10 sont � plus petits � que les entiers de

Peano parce qu'on a induit une partie des propriétés de l'arithmétique dans

leur codage. La représentation des objets est plus petite et on a de bons

algorithmes pour la manipuler.

C'est ce point de vue de développeur que j'ai toujours adopté. On ne fait

aucune hypothèse sur ce que doit être un � système � de calcul formel et on

veut simplement un � langage�, aussi riche que possible pour implanter des

algorithmes de calcul formel.

Dans ce document nous parlerons donc d'algorithmes et de langages de

programmation. Pour décrire les algorithmes nous utiliserons souvent un

pseudo Axiom où les mots clefs et les identi�cateurs ont une forme ma-

thématique. Ce pseudo langage utilise les conventions d'Axiom :

� les instructions sont séquencées sur des lignes indentées de la même

façon. Une séquence retourne la valeur de la dernière expression évaluée.

� L'a�ectation se note �  �.

� La notation � ) � sert de structure de contrôle, ainsi

test) result

continue

signi�e que si � test � est vrai alors on évalue � result � sinon on passe à

l'instruction suivante. C'est a dire que l'on évalue � continue �. Lorsque

� result � nécessite l'évaluation de plusieurs expressions on les mettra

sur de nouvelles lignes en les indentant par rapport à � continue �.

� Les fonctions sont implicitement récursives.

� Lorsque c'est possible nous nous autoriserons à noter les identi�cateurs

comme en mathématiques. Ainsi si on utilise un nom � x � on pourra

le noter � x � si on ne risque pas de faire la confusion entre le nom

� x � et la valeur � x � qu'il prend.

� Une ligne commençant par un double signe � - � ou un double signe

� + � désigne une commentaire.
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Nous utiliserons parfois directement la syntaxe d'Axiom décrite dans

[BBD+]. En général j'essaierai de ne pas mettre trop de code. Nous utiliserons

souvent la syntaxe d'Ocaml qui est décrite dans [LDG+00]. La syntaxe de

FoC s'en inspire, elle est décrite dans la section 5.2.

Ce document est composé de deux parties. La première présente les al-

gorithmes de calcul exact sur les nombres réels que je propose. J'ai choisi

d'en faire une présentation la plus intuitive possible, quitte à sacri�er parfois

la rigueur mathématique. Les articles annexés à ce document donnent les

formalismes mathématiques complets et les preuves des algorithmes.

Dans la seconde partie, j'essaierai de faire état des ré�exions, expériences

ou intuitions qui ont conduit à la conception de FoC. Le système FoC est

un environnement pour la programmation certi�ée d'algorithmes de calcul

formel. Il propose un langage source qui est compilé à la fois vers un pro-

gramme exécutable et vers un système d'aide à la preuve. Le langage possède

une librairie de calcul formel. La présentation de ce document met l'accent

sur l'aspect programmation du langage et sur la librairie qui l'utilise.



Première partie

Les nombres algébriques réels
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Les nombres algébriques sont, par dé�nition, les solutions des équations

polynômiales en une variable. Ainsi 1 est un nombre algébrique,
p
2 ou les

racines du polynôme X5 � X + 1 aussi. Ils interviennent naturellement en

calcul formel car c'est en termes de nombres algébriques que s'expriment les

solutions d'un système d'équations polynômiales à coe�cients entiers. Ainsi

beaucoup d'algorithmes de résolution de systèmes d'équations considèrent

un corps de base algébriquement clos. Les solutions réelles d'un système

s'expriment elles naturellement dans un corps réel clos.

Le calcul e�ectif dans un corps réel clos nécessite de pouvoir extraire

et manipuler des racines de polynômes en une variable. Il y a de bons al-

gorithmes pour les extraire lorsque les coe�cients des polynômes sont des

�ottants. Les racines obtenues restent des �ottants où les opérations de base

s'e�ectuent en temps constant. Elles ne sont donc pas plus � compliquées �

que les coe�cients. Ainsi, pour le programmeur Fortran, une racine car-

rée n'est pas plus compliquée que le nombre de départ. Malheureusement,

l'arithmétique sur les �ottants n'a pas les propriétés nécessaires pour être

utilisée directement par le calcul formel. Nous utilisons donc souvent des

arithmétiques exactes qui sont coûteuses parce que la taille des objets peut

être arbitrairement grande.

Une arithmétique exacte est une arithmétique dans laquelle on peut calcu-

ler � comme en mathématiques �, on doit donc implémenter les 4 opérations

arithmétiques de base et pouvoir tester si deux éléments sont égaux. Pour

la clôture réelle qui nous intéresse ici, on veut en plus pouvoir décider si un

nombre est plus petit qu'un autre.

Résoudre un système d'équations revient souvent à donner les nombres

algébriques qui sont solutions de ce système quand ils existent. On laisse en-

suite à l'arithmétique des nombres algébriques le soin de les manipuler. C'est

par exemple le cas pour le � solver � d'Axiom qui produit des � solutions �

qui sont ensuite manipulée grâce à l'arithmétique des réels algébriques.

Il su�t d'ouvrir un livre sur la théorie des corps pour s'apercevoir que

la manipulation de nombres algébriques est compliquée. Les calculs mettant

en ÷uvre des nombres algébriques sont, en pratique, di�ciles pour le calcul

formel où l'arithmétique doit être exacte. Ainsi beaucoup de questions sur les

nombres algébriques sont encore ouvertes et leur interprétation � naturelle �

reste di�cile. Par exemple [DST87] propose un certain nombre d'équations

faisant intervenir des nombres algébriques. Ils sont tous mal ou pas résolus

par les systèmes de calcul formel. Comme on peut produire des exemples

aussi compliqués que l'on veut on a une source de � challenges � pour l'arith-

métique algébrique. Les équations de [DST87] n'ont été résolus de manière

satisfaisante que grâce à la clôture réelle (voir la section 2) que j'ai dévelop-

pée.
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Un autre intérêt des nombres algébriques réels est qu'il peuvent être

utilisés � naïvement � et servir de � brique � pour d'autres algorithmes.

Par exemple la décomposition cylindrique de Collins utilise une arithmétique

réelle close. La résolution de système à base d'ensembles triangulaires pro-

duit des � solutions � qui sont des listes de polynômes dont le premier est

en une variable, le second en deux et ainsi de suite. Pour trouver les points

qui sont solution de cet ensemble triangulaire une méthode naturelle est de

prendre les racines du premier polynôme. On évalue ensuite les autres poly-

nômes pour une racine donnée du premier polynôme, ce qui nous ramène au

même problème avec une variable de moins. On peut ainsi � trouver � toutes

les solutions.

Dans une application, comme la décomposition cylindrique ou la réso-

lution de systèmes, on e�ectue beaucoup de calculs avec des nombres algé-

briques réels. On s'apperçoit rapidement que la plupart des calculs sont très

� gourmands � en arithmétique rationnelle. Ainsi la majorité du temps de

calcul est passée à simpli�er des rationnels. C'est ce qui a motivé ma ré�exion

sur des algorithmes spéci�ques pour les polynômes dont les coe�cients sont

des nombres algébriques.

Nous donnerons d'abord le formalisme mathématique nécessaire pour tra-

vailler avec des nombres algébriques. Nous présenterons ensuite le modèle et

certains algorithmes utilisés dans le code Axiom implémentant les nombres

algébriques réels. Le chapitre 3 est consacré aux améliorations que j'ai pro-

posées récemment (voir [Rio02]).



Chapitre 1

Le cadre mathématique

Nous rappelons ici les outils nécessaires pour pouvoir travailler e�ective-

ment avec des nombres algébriques réels. Nous rappelons d'abord quelques

dé�nitions de base sur les polynômes en une variable. Nous donnons ensuite

quelques propriétés des résultants qui permettent de mieux aborder les ex-

tensions de corps.

1.1 Rappels sur les polynômes en une variable

1.1.1 Dé�nitions

Si A est un anneau commutatif et G est un monoide multiplicatif dont

l'élément neutre est noté 1, Lang ([Lan69]) dé�nit les polynômesA[G] comme

l'ensemble des fonctions de G dans A qui sont nulles presque partout, c'est

à dire sauf en nombre �ni de points. Si P et Q sont dans A[G] l'addition des

polynômes est l'addition des fonctions et la multiplication est donnée par la

fonction PQ qui en un point c de G vaut

X
a:b=c

P (a)Q(b)

Pour a 2 A et x 2 G on note a:x la fonction qui vaut a au point x et 0 partout

ailleurs. Un élément quelconque de A[G] peut se mettre sous la forme d'une

somme
P

x2G axx dont presque tous les termes sont nuls. Le polynôme nul

correspond à la fonction qui vaut 0 en tout point de G.

A[G] est un anneau, on en fait un A-module en prolongeant la multipli-

cation terme à terme. On obtient ainsi la (A; G)-algèbre libre dont une base

est fxg
x2G en identi�ant x et 1:x.
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Dé�nition 1 (Polynômes univariés)

Les polynômes en une variable X sur un anneau commutatif A s'obtiennent

en prenant comme monoide multiplicatif le monoide libre fXg� dans la

construction précédente. Par convention on note A[X] plutôt que A[fXg�].
Un élément X : : :X de fXg� contenant i occurrences de X se note X i.

On écrit un polynôme en une variable sous la formeX
i

aiX
i

en ne faisant �gurer que les termes non nuls. Le polynôme nul se note 0. Un

élément de la forme X i est un monôme primitif1 et l'indice i est son degré. Un

élément de la forme aiX
i est un monôme2 de degré i et ai est son coe�cient.

Pour un polynôme P non nul3 on appelle monôme dominant d'un poly-

nôme le monôme de P de plus grand degré. On appelle degré d'un polynôme

et on note j P j le degré de son monôme dominant. On prend parfois 0 ou

-1 comme degré du polynôme nul. Le coe�cient dominant d'un polynôme

P est le coe�cient de son monôme dominant que l'on note lc(P ). On prend

souvent 0 comme coe�cient dominant du polynôme nul.

1.1.2 Propriétés

Lorsque A est un corps, A[X] est un anneau euclidien c'est à dire muni

une division euclidienne. L'algorithme d'Euclide permet de calculer un plus

grand facteur commun à deux polynômes P et Q de A[X].

Lorsque deux polynômes P et Q sont premiers entre eux, on peut trouver

deux polynômes BP et BQ pour obtenir une relation de Bezout :

BPP +BQQ = 1

On peut étendre l'algorithme d'Euclide pour calculer les coe�cients de

Bezout BP et BQ en même temps que le pgcd de deux polynômes P et Q de

la manière suivante :
bezout(P;Q) =

Q = 0) (1; 0; P )

(K;R) quo_rem(P;Q)

�� on a doncP = KQ+R

(BQ; BR; G) bezout(Q;R)

BP  BR

B0
Q
 BQ �KBR

(BP ; B
0
Q
; G)

1
parfois appelé simplement monôme

2
parfois appelé terme

3
le polynôme nul n'a pas de monômes
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On obtient ainsi une relation :

BPP +BQQ = G

qui exprime e�ectivement le pgcd G de P et de Q comme combinaison linéaire

de P et de Q.

Comme la division euclidienne nécessite d'inverser le coe�cient dominant

d'un polynôme ces relations ne sont valables que lorsque A est un corps. En

général, on se place sous des hypothèses plus faibles. L'anneau A de base est

simplement un anneau intègre et on ne peut inverser son coe�cient dominant.

On a toutefois une notion de pseudo division qui peut s'écrire de la ma-

nière suivante :

8P;Q 2 A[X]; 9K;R 2 A[X]; lc(Q)max(Æ+1;0)P = KQ+R

où Æ est la di�érence des degrés de P et de Q. R se nomme le pseudo reste

et Q se nomme le pseudo quotient de la pseudo division. Cette décomposition

est unique et en notant rem(P;Q) le reste de la division euclidienne de P par

Q dans le corps des fractions de A, le pseudo reste prem(P;Q) véri�e la

relation

prem(P;Q) = lc(Q)max(Æ+1;0)rem(P;Q)

dans le corps des fractions de A. L'intérêt de la pseudo division vient de ce

qu'elle se calcule sans faire de divisions dans A.

Dé�nition 2

On dit qu'un polynôme P (X) de A[X] est sans facteurs multiples ou sans

facteurs carrés lorsqu'il n'existe pas de diviseurD(X) de P (X) tel queD2(X)

divise P .

D'un point de vue calculatoire, cela revient à dire que P (X) et sa dérivée

P 0(X) n'ont pas de facteurs communs. En e�et, plaçons nous dans une clôture

algébrique F de A, on peut décomposer P en facteurs irréductibles :

P =
Y
i2I

(X � �i)�i

où les �i sont les di�érentes racines de P et �i leur multiplicité. On dérive

formellement cette relation pour obtenir

P 0 =
X
i2I

(
(X � �i)�i�1

Y
j 6=i

(X � �j)�j
)



14 CHAPITRE 1. LE CADRE MATHÉMATIQUE

qu'il su�t ensuite d'évaluer en �i pour obtenirY
j 6=i

(�i � �j)�j

qui est non nul puisque les �i sont supposés distincts. Le polynôme P n'a

donc que des racines simples :

P =
Y
i2I

(X � �i)

1.2 Le résultant

Soit A un anneau commutatif, P (X) et Q(X) deux polynômes de A[X].

On choisira Q non nul et P de degré supérieur ou égal à celui de Q.

1.2.1 Dé�nitions

Pour n > 0 et m � j P j on notera �(P )n;m la matrice ayant n lignes

et n+m colonnes dont les lignes sont les n+m coe�cients (éventuellement

nuls) de Xn�1P , . . .P . Pour m >jP j la matrice �(P )n;m à donc ses m� jP j
premières colonnes nulles. On abrégera�(P )n;jPj en�(P )n. Schématiquement

�(P )n est donc de la forme :

Pn

et �(P )n;m est formée de m� jP j colonnes de zéros devant �(P )n, ce que

nous écrivons schématiquement

Pn;m = 0m�jPj
Pn

Dé�nition 3 (Résultant)

La matrice de Sylvester de P et de Q est formée des lignes de �(P )jQj suivies
de celles de�(Q)jPj. On écrit schématiquement :

�(P;Q) =

�
�(P )jQj
�(Q)jPj

�
=

2
664

PjQj

QjPj

3
775

Le résultant Res(P;Q) de P et Q est par dé�nition le déterminant j
�(P;Q) j de la matrice �(P;Q).
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Supposons jP j�jQ j, on sait que le déterminant de �(P;Q) est inchangé

si on ajoute à �(P )jQj des multiples des lignes de �(Q)jPj. On ajoute à �(P )jQj
un multiple � des jQ j dernières lignes de �(Q)jPj on a :2

666664
PjQj

QjPj

3
777775

det

=

2
666664

(P + �Q)jQj

QjPj

3
777775 (1.1)

ici la notation M1

det

=
M2 signi�e que les deux matrices M1 et M2 ont le

même déterminant. En procédant de même avec jQ j lignes de �(Q)jPj de la
(jP j � jQ j �k + 1)-ème ligne jusqu'à la (jP j �k + 1)-ème on voit que2

666664
PjQj

QjPj

3
777775

det

=

2
666664

(P + �XkQ)jQj;jPj

QjPj

3
777775 (1.2)

Donc que pour tout polynôme K de degré inférieur ou égal à jP j � jQ j
on a 2

666664
PjQj

QjPj

3
777775

det

=

2
666664

(P +KQ)jQj;jPj

QjPj

3
777775 (1.3)

En supposant que l'anneau A est un corps on peut choisir pourK l'opposé

du quotient de la division euclidienne de P par Q. On obtient donc :2
664

PjQj

QjPj

3
775 det

=

2
664

RjQj;jPj

QjPj

3
775 (1.4)

en notant R le reste de la division. Faisons apparaître les k =jP j � jR j
premières lignes de �(Q)jPj :

"
QjPj

#
=

2
4 QjQj 0k

0k
QjRj

3
5 (1.5)
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De même faisons apparaître les k premières colonnes de �(R)jQj :"
RjQj;jPj

#
=

�
0k

RjQj

�
(1.6)

En permutant les lignes de �(P )jQj et celles de �(Q)jPj chaque ligne de

�(Q)jPj remonte de jQ j positions. sans changer la structure de �(P )jQj on
fait passer la première ligne de �(Q)jPj en jQ j permutations. Comme �(Q)jPj
a jP j lignes on fait jQ jjP j permutations pour échanger les lignes de �(P )jQj
et celles de �(Q)jPj.

2
664

PjQj

QjPj

3
775 det

=
(�1)jPjjQj

2
6664

QjPj�jRj 0k

0k
QjRj

0k
RjQj

3
7775

det

=
(�1)jPjjQjlc(Q)k

2
664

QjRj

RjQj

3
775

(1.7)

puisque les k premières lignes ont lc(Q) en position diagonale. Et donc :

Res(P;Q) = (�1)jPjjQjlc(Q)jPj�jRjRes(Q;R)

que l'on peut prendre comme équation de dé�nition du résultant ce qui

conduit à l'algorithme suivant.

Algorithme 1 (Résultant naïf)

D'un point de vue e�ectif l'algorithme de calcul du résultant de deux poly-

nômes P et Q non nuls s'écrit donc :

resultant(P;Q) =

jQ j= 0) lc(Q)jPj

R rem(P;Q)

(�1)jPjjQjlc(Q)jPj�jRjresultant(Q;R)

en considérant que le degré du polynôme nul est égal à 0. On peut mettre cet

algorithme sous forme récursive terminale en ajoutant un paramètre supplé-

mentaire � initialisé à 1 :

resultant(P;Q; �) =

jQ j= 0) �lc(Q)jPj

R rem(P;Q)

resultant(Q;R; (�1)jPjjQjlc(Q)jPj�jRj�)



1.2. LE RÉSULTANT 17

en considérant toujours que le degré du polynôme nul est 0.

On voit donc bien que l'algorithme de calcul du résultant est analogue à

l'algorithme d'Euclide puisque si on remplace la condition d'arrêt

jQ j= 0) �lc(Q)jPj

par la condition
jQ j= 0)
Q = 0) P

1

le paramètre � ne sert à rien et on obtient bien l'algorithme d'Euclide.

1.2.2 Propriétés élémentaires

En examinant l'algorithme 1 précédent, on voit que le résultant de deux

polynômes à coe�cients sur un corps est nul si et seulement si ils ont un

facteur commun non trivial. En e�et on n'atteint la condition jQ j= 0 que

lorsque Q est nul et alors lc(Q) vaut 0.

Comme les déterminants de matrices se conservent par homomorphisme

d'anneaux, les résultants ont de bonnes propriétés de transfert. On peut ainsi

les calculer dans un anneau pour leur donner un sens dans un autre anneau.

Soient deux anneaux A et B et soit F un homomorphisme d'anneaux

de A dans B. On étend canoniquement F en un homomorphisme de A[X]

dans B[X] encore noté F . Soient PA et QA deux polynômes de A[X] et

PB et QB leurs images par F dans B[X]. Si les degrés des polynômes sont

conservés par F les matrices de Sylvester �(PA; QA) et �(PB; QB) ont les

mêmes dimensions.

On étend l'homomorphisme F aux matrices à coe�cients dans A et dans

B en le notant toujours F . On a alors :

F (�(PA; QA)) = �(PB; QB)

F (j�(PA; QA) j) = j�(PB; QB) j
F (Res(PA; QA)) = Res(PB; QB)

On se place souvent dans le cas où B est un corps K et où A est l'anneau

K[Y ] des polynômes en une variable Y à coe�cients sur K. Ainsi PK[Y ] et

QK[Y ] sont dans (K[Y])[X]. Le résultant Res(PK[Y ]; QK[Y ]) sera donc dans

K[Y ].

L'homomorphisme F est l'évaluation en un point y donné de K. On cal-

culera le résultant (en X donc) dans K[Y ] de PK[Y ] et QK[Y ] pour obtenir un

polynôme R(Y ).
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Si y est un point de K qui annule R(Y ) alors le résultant (dans K) de

PK et de QK est nul. Les polynômes PK = PK[Y ](y) et QK = QK[Y ](y) ont

dans ce cas un pgcd non trivial dans K[X].

Une autre propriété des résultants est leur propriété multiplicative. Soient

P1, P2 et Q des polynômes de A[X] on a

Res(P1P2; Q) = Res(P1; Q)Res(P2; Q)

On peut en trouver une démonstration dans [Loo83a] ou [Lan69]. En

général toutes les démonstrations concernant les résultants sont délicates car

elles nécessitent de revenir à la dé�nition en tant que déterminant de la

matrice de Sylvester. Leur utilisation est par contre simple puisqu'il su�t de

trouver � le bon résultant � c'est à dire celui dont les racines sont les objets

cherchés.

1.3 Corps et extensions

Nous rappelons ici des dé�nitions utiles pour modéliser les corps réels

clos. Un corps réel clos K a toutes les propriétés � habituelles � de R. On

peut étendre l'analyse usuelle sur les fonctions de Rn dans R aux polynômes

en n variables à coe�cients dans K.

Dé�nition 4 (Corps réels et ordonnés)

1. Un corps K est dit réel si (-1) n'est pas une somme de carrés d'éléments

de K.

2. Un corps K est dit ordonné s'il possède une relation d'ordre total com-

patible avec l'addition et la multiplication par un élément positif

� 8x; y; z 2 K x � y) x+ z � y + z

� 8x; y; z 2 K x � y; z � 0) xz � yz

Un corps ordonné est toujours réel et un corps réel peut toujours être

ordonné, il y a en général plusieurs ordres possibles dans un corps réel. On voit

facilement que dans un corps ordonné un carré est toujours positif, par suite

une nombre négatif ne peut avoir de recine carrée dans une corps ordonné.

Dé�nition 5 (Extensions de corps)

1. Une extension L d'un corpsK est un corps contenant K. Une extension

L � K est dite réelle si L est un corps réel.

2. Une extension L � K est dite algébrique si tous les éléments de L sont

racine de polynômes de K[X]. Elle est dite algébrique réelle si L � K
est réelle.
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3. Une extension L � K est dite �nie si la dimension de L en tant qu'es-

pace vectoriel sur K est �nie. Le degré de l'extension L � K est alors

la dimension de L en tant que K-espace vectoriel.

Si une extension est �nie elle peut être vue comme l'anneau quotient

K[X]=<P (X)>

où P (X) est un polynôme irréductible et où <P (X)> désigne l'idéal des

multiples de P (X) dansK[X]. Les éléments deK[X]=<P (X)>sont les classes

modulo P (X) dont on prend classiquement un représentant réduit modulo

P (X).

L'arithmétique de K[X]=<P (X)> se déduit facilement de l'arithmétique

des polynômes réduits modulo P (X). L'opération d'inversion correspond à la

relation de Bezout. Soit Q une classe modulo P (X) et Q(X) un représentant

réduit modulo P (X) de Q. On calcule Q(X) et P (X) dans K[X] véri�ant

Q(X)Q(X) + P (X)P (X) = 1 dans K[X]

QQ = 1 dans K[X]=<P (X)>

en posant Q la classe modulo P (X) de Q(X). L'algorithme d'Euclide calcule

directement Q(X) réduit modulo P (X).

1.3.1 Éléments primitifs

Soient K1 � K et K2 � K deux extensions de corps engendrées respec-

tivement par �1, une racine du polynôme irréductible P1 2 K[X], et �2 une

racine du polynôme irréductible P2 2 K[X].

Le théorème de l'élément primitif (voir [Loo83a, Lan69]) permet de dé-

terminer un élément primitif �3 racine de P3 2 K[X] générant K3 � K

contenant à la fois K1 et K2.

Décrivons en le fonctionnement. On calcule d'abord le résultant

P (X; T ) 2 K[X; T ] = ResY (P1(X � TY ); P2(Y ))

Ce résultant exprime les valeurs de X et de T pour lesquelles P1(X �
TY ) et P2(Y ) ont une racine commune. Cette racine vaut nécessairement �2

puisqu'il faut annuler P2. De même comme P1(X � T�2) doit s'annuler on

doit avoir X � T�2 = �1 et l'élément primitif que l'on cherche aura la forme

X = �1 + T�2.

On se place dans un corps algébriquement clos K contenant K. Soit un

couple (x; t) dans K annulant P (X; T ) (vu dans K) tel que t soit un entier
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(ce qui est toujours possible puisqu'un corps est toujours une Z-algèbre et t:1

se note t). Dans ce cas P1(x� tY ) et P2(Y ) ont un facteur commun Gx;t(Y )

dans K[Y ]. On veut exprimer �1 et �2 en fonction d'une racine de Gx;t(Y ).

On choisit t tel que P (X; t) soit sans facteurs carrés en X. Tout entier t

qui n'annule pas le discriminant

R(T ) 2 K[T ] = ResX(P (X; T );
@P (X; T )

@X
) (1.8)

convient.

Soit P3(X) un facteur irréductible de P (X; t) (dans K[X] puisque t est

entier) et �3 une racine de P3 dansK. Plaçons nous dans l'extensionK3 � K
engendrée par �3 la racine de P3. On peut exprimer �1 et �2 en fonction de

�3 en calculant :

G�3;t
(X) 2 K3[X] = pgcd

X
(P1(�3 � tX); P2(X))

Par construction �2 est racine de G�3;t
(X) puisqu'il annule P2(Y ) et

P1(�3 � tY )). Écrivons P2(Y ) sous la forme (Y � �2)P�2(Y ) on alors

P (X; t) = ResY (P1(X � tY ); P2(Y ))

= ResY (P1(X � tY ); (Y � �2)P�2(Y ))

= ResY (P1(X � tY ); (Y � �2))

ResY (P1(X � tY ); P�2(Y ))

par multiplicativité du résultant. Si on se donne une autre racine �02 de

G�3;t
(X) celle ci annule P�2(Y ) et aussi P1(X � TY ). On voit maintenant

que �3 est racine double du résultant P (X; t) ce qui est impossible puisque t

n'annule pas le discriminant 1.8.

On voit donc que �2 est la seule racine de G�3;t
dansK. Il a donc la forme

X � Q1(�3) dans (K[�3])[X] en identi�ant un élément de K3 = K=<P3> à

son représentant canonique dans K3[X]. Ce qui exprime �1 = Q1(�3) en

fonction de �3. On en déduit alors �2 = �3 � tQ1(�3).

On a ainsi exprimé �1 et �2 en fonction de �3 à l'aide de calculs dans

K[X]4, nous avons simplement � raisonné � dans K[X]. Il nous a su�t pour

cela de calculer des résultants.

En pratique cette technique est limitée à des petits degrés puisque le po-

lynôme de dé�nition P3(X) est en général de degré nm si P1(X) est de degré

n et P2(X) est de degré m. Par exemple si on a 10 nombres algébriques dé�-

nis par des polynômes de degré 2 à gérer, un élément primitif � permettant

4
ou K[X ]=<P (X)> ce qui revient au même
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de les exprimer est dé�ni par un polynôme de degré 1024. Ainsi l'exemple de

Ramanujan

3

s
� 5

r
27

5
+

5

r
32

5
=
�
� 5
p
3
2
+

5
p
3 + 1

�
5

r
1

25

donné dans [DST87] se décrit avec 4 racines cinquièmes5 et une racine cu-

bique. À notre connaissance aucune technique utilisant les éléments primitifs

n'a jamais pu le résoudre parce qu'il faut factoriser un polynôme de degré

1875.

Nous verrons dans la section 2 d'autres méthodes qui s'apparentent aux

éléments primitifs ainsi que les techniques que j'ai proposées, Ces dernières

permettent de résoudre cet exemple en moins d'une minute de calcul.

1.3.2 Corps réels clos

Les corps réels clos sont par rapport aux polynômes en une variable l'ana-

logue des nombres réels usuels par rapport aux suites de Cauchy.

Dé�nition 6 (Corps réel clos)

1. Un corps K est dit réel clos s'il n'a pas d'extension algébrique non

triviale qui soit réelle.

2. Un corps réel clos est toujours ordonné. Une dé�nition équivalente d'un

corps réel clos est un corps dans lequel

� tout nombre positif a une racine carrée,

� tout polynôme de degré impair admet au moins une racine.

3. Une autre dé�nition équivalente est qu'un corps K est réel clos si l'ex-

tension de corps K = K[X]= < X2 + 1 > est algébriquement close.

4. Un corps ordonné K est toujours contenu dans un corps réel clos. On

appelle clôture réelle de K et on note ~K le plus petit corps réel clos qui

contient K.

La clôture réelle ~K d'un corps ordonné K est � bien dé�nie � (voir

[BCR87]) dans le sens où elle est unique à un isomorphisme de corps or-

donnés près. L'extension ~K � K est algébrique mais elle n'est pas de dimen-

sion �nie. Par contre tous les éléments de ~K sont algébriques et sont donc

dans une extension de type �ni de K. Elle est � constructive � (voir [Hol41],

[Lan69], [Loo83a]) dans le sens où on peut toujours exprimer des racines de

polynômes de ~K[X] à l'aide de calculs dans K[X].

5
en regardant de près 3 su�sent



22 CHAPITRE 1. LE CADRE MATHÉMATIQUE

L'analyse élémentaire des fonctions continues de la variable réelle se gé-

néralise aux fonctions polynomiale d'un corps réel clos. L'ordre sur le corps

induit la topologie euclidienne habituelle de R. Les éléments des réels clos ont

toutes les propriétés des nombre réels usuels si on se restreint aux polynômes.

Par exemple le critère de changement de signe est vrai pour les polynômes.

Si K est un corps réel clos et si un polynôme P de K[X] est négatif en un

point a de K et positif en un point b de K (avec a < b), alors il existe un

point x0 de l'intervalle (a; b) dans K tel que P s'annule en x0.

1.4 Algorithmes de base

Le théorème de Sturm et ses analogues permettent de compter ou d'isoler

les racines d'un polynôme entre deux points. Di�érentes variantes permettent

de calculer le signe d'une expression au dessus d'une de ses racines réelles.

On ramène ainsi un problème algébrique dans ~K à plusieurs problèmes de

calculs de suite de Sturm dans K[X] et à des calculs dans K. Ainsi calculer

le signe d'une expression Q(X) 2 K � au dessus � d'un point � 2 ~K revient

à évaluer le signe de Q(�) vu dans ~K[X] puis évalué dans ~K en ne faisant

des calculs que dans K (ou K[X] ce qui revient au même). On peut ainsi

� simuler � des calculs dans ~K.

1.4.1 Suite de Sturm

Dé�nition 7 (Suite de Sylvester)

Soit K un corps, soit P et Q deux polynômes de K[X] avec P 6= 0. La suite

de Sylvester SP;Q = S0; S1; : : : Sk des polynômes P et Q est dé�nie par

S0 = P

S1 = Q

Si�1 = QiSi � Si+1 pour 0 � i � k

où Qi est le quotient de la division euclidienne de Si�1 par Si
Sk+1 = 0

C'est aux signes près la suite calculée par l'algorithme d'Euclide puisque

Si+1 est l'opposé du reste de la division euclidienne de Si�1 par Si.

La suite de Sturm SP;P 0 d'un polynôme P est par dé�nition la suite de

Sylvester de P et de sa dérivée P 0.

L'intérêt de la suite de Sylvester S0; S1; : : : Sk de deux polynômes est de

conserver les signes lorsqu'on traverse une racine x0 de Si. En e�et si x0
est une racine de Si on a Si�1(x0) = �Si+1(x0) pour 0 < i � k � 1 et les

polynômes Si�1 et Si+1 sont de signe contraire en x0. Par continuité cette

propriété se conserve dans un voisinage de x0.
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Fig. 1.1 � Variations de SP;Q en Si

xi� xi xi+
S0 : : : Si�1

Si�1

V i;l
si�1

V i;l
si�1

V i;l
si�1

Si si� 0 si+
Si+1

Si+1 : : : Sn

si+1

V i;u
si+1

V i;u
si+1

V i;u
SP;Q V i� V i V i+

Dé�nition 8 (Variation de signes)

Soit (fi)
i=k
i=0 = f0; : : : ; fi; : : : fk une suite de nombres avec f0 non nul. On

construit la suite (g)i=l
i=0 à partir de f en enlevant les termes nuls de f . Si

g0 = f0 et gi = fji, gi+1 = fji+j où j est le plus petit indice tel que fji+j 6= 0.

La variation de signes de f est le nombre de changements de signes que

comporte la suite g. On compte un changement de signe à chaque fois que

sgn(gi) 6= sgn(gi+1).

Nous ne dé�nissons pas pour l'instant la variation de signe d'une suite

dont le premier élément est nul.

Soit donc SP;Q la suite de Sylvester de deux polynômes P et Q. Nous

allons nous intéresser à la variation de signe de ses évaluations en di�érents

points de la droite réelle. Celle variation ne peut changer qu'en traversant

une racine d'un des polynômes Si de SP;Q.
Pour simpli�er nous pouvons supposer que P et Q sont premiers entre

eux. On pourra toujours se ramener à ce cas. Deux polynômes consécutifs

Si et Si+1 de SP;Q ne peuvent donc avoir de racine commune. En e�et si on

annule Si et Si+1 en un point x on annule aussi Si�1 en ce point et par suite

P et Q ont x comme racine commune.

Faisons le tableau 1.1 de la variation de signe de SP;Q = S0; S1 : : : Sn. Pla-

çons nous au voisinage d'une racine xi de Si. Appelons xi� et xi+ des points

respectivement à gauche et à droite de xi qui soient su�samment proches de

xi pour qu'aucun autre polynôme de SP;Q ne s'annule dans l'intervalle.

Dans le tableau de variations de la �gure 1.1 on voit qu'en xi, les signes

si�1 et si+1 ne peuvent être nuls puisque P et Q sont premiers entre eux. On

voit donc que la variation de signe V i de SP;Q en xi vaut V i;l + V i;u dans le

cas où si�1 vaut Si et V i;l + V i;u + 1 dans le cas contraire.

On voit maintenant que quels que soient les signes non nuls si� et si+ de

Si en xi, la variation de signe V i� de S0 : : : Si�1 en xi� vaut V i. De même la
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Fig. 1.2 � tableau de signes de SP;P 0

x� x x+
P s� 0 s+
P 0 s0 s0 s0

S1 : : : Sn V 0 V 0 V 0
SP;P 0 V� V V+

variation de signe V i+ de Si+1 : : : Sn en xi� vaut V i. Ce que l'on peut résumer

en disant que la variation de signe de SP;Q ne change pas quand on traverse

une racine xi de Si avec i > 0.

Pour étudier la variation de signe de la suite de Sylvester SP;Q de deux

polynômes P et Q premiers entre eux il su�t donc d'examiner localement le

signe du premier polynôme P au voisinage d'une de ses racines.

1.4.2 Comptage des racines

On peut maintenant s'intéresser à la suite de Sturm SP;P 0 de P et examiner

localement les changements de signes de la suite en une racine x de P . La

suite SP;P 0 s'écrit P; S1 : : : Sn où S1 : : : Sn commence par P 0. On peut dresser

le tableau de variations 1.2 qui permet de compter les racines de P entre

deux points a et b.

On voit clairement que si le signe s� de P en x� est négatif alors le signe

s0 de P 0 en x est positif ainsi que s+ le signe de P en x. La variation V� de

SP;P 0 en x� vaut donc 1 + V+. De la même façon si s� est positif alors s0 et
s+ sont positifs et on a toujours V� = 1 + V+.

Nous avons donc montré que la variation de signe augmente de 1 lorsque

l'on traverse une racine de P dans le sens croissant. Nous en déduisons im-

médiatement

Proposition 1 (Théorème de Sturm)

SoientK un corps réel clos, P (X) un polynôme sans facteurs carrés de K[X],

x1 et x2 deux points de K avec x1 < x2 qui ne sont pas racines de P et SP;P 0

la suite de Sturm de P .

Le nombre de racines de P dans l'intervalle ]x1; x2[ de K est v2 � v1 où

v1 (resp v2) est le nombre de changements de signes de la suite S1 (resp S2)

obtenue en évaluant SP;P 0 en x1 (resp x2).

En général on se ramène au cas où P est sans facteurs multiples en cal-

culant le pgcd de P et de P 0 lorsque P n'est pas sans facteurs carrés.
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Nous pouvons maintenant étendre la dé�nition 8 pour prendre en compte

le signe de P en x.

Dé�nition 9

Soit (fi)
i=k
i=0 = f0; : : : ; fi; : : : fk une suite de nombres non tous nuls. On consi-

dère la suite (g)i=l
i=0 sous suite de f qui commence à l'indice j qui est le plus

petit indice tel que fj soit non nul. Soit v la variation de signe de (g)i=l
i=0 au

sens de la dé�nition 8. La variation de signe de f vaut v si j vaut 0 et v + 1

dans le cas contraire.

Dans le cas où (fi)
i=k
i=0 est issue de l'évaluation d'une suite de deux po-

lynômes de degrés positifs premiers entre eux on peut facilement voir que

k � 2 et que j � 1. La suite (g)i=l
i=0 contient donc toujours deux termes.

Nous pouvons généraliser le théorème de Sturm au cas où x1 est une

racine de P . Il su�t pour cela d'examiner le tableau 1.2 pour s'apercevoir

que V vaut V� en x avec la nouvelle dé�nition.

Proposition 2

SoientK un corps réel clos, P (X) un polynôme sans facteurs carrés de K[X],

x1 et x2 deux points de K avec x1 < x2 et SP;P 0 la suite de Sturm de P .

Le nombre de racines de P dans l'intervalle [x1; x2[ de K est v2 � v1 en

reprenant les notations de 1 avec la dé�nition 9 pour la variation de signe.

Cette généralisation est celle que j'avais proposée dans ma thèse (voir

[Rio91]).

1.4.3 Calcul de signes

Pour un polynôme P 2 K[X] n'ayant qu'une racine réelle x 2 ~K entre

deux points a 2 K et b 2 K d'un corps ordonné K contenu dans un corps

réel clos ~K avec a � x < b dans ~K nous pouvons examiner le signe d'une

expression Q(x) 2 ~K en faisant simplement des calculs dans K[X].

La méthode proposée dans [BPR96] est de calculer la suite de Sylvester

de P et de P 0Q. Cette technique fait inutilement grossir les calculs quand

on caractérise x par un intervalle d'isolation [a; b[, ne contenant pas d'autre

racine de P que x. En e�et, le signe de P 0 est connu sur l'ensemble de l'in-

tervalle et il est plus simple de faire le tableau de variations 1.3. Le signe de

Q(x0) 2 ~K s'en déduit facilement.

On peut alors garantir que si on calcule le signe d'une expression simple

(dont le degré est petit par exemple), le calcul de la suite de Sylvester de

P et de Q restera simple. Ce qui ne serait pas le cas si on calculait la suite

de Sylvester de P 0Q et de P puisqu'en général P 0Qmod (P ) est de degré
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Fig. 1.3 � Variations de SP;Q en P

(a) x� x x+
P � 0 +

Q + + +

SP;Q v v v � 1

(b) x� x x+
P � 0 +

Q � � �
SP;Q v v + 1 v + 1

(c) x� x x+
P + 0 �
Q + + +

SP;Q v v + 1 v + 1

(d) x� x x+
P + 0 �
Q � � �
SP;Q v v v � 1

maximal et la suite contient plus de termes. Comme il faudra ensuite évaluer

les polynômes et calculer les signes de ces évaluations, on devra en évaluer

plus pour la suite SP;P 0Q que pour la suite SP;Q. Nous verrons dans la section
3.4 comment généraliser ce résultat pour un anneau.



Chapitre 2

La clôture réelle

D'un point de vue e�ectif, étant donné un corps ordonné K nous de-

vons pouvoir calculer dans le corps réel clos ~K � K. Pour cela nous devons

autoriser l'utilisateur à ajouter des racines de polynômes à ~K.

Voyons comment on manipulait les nombres algébriques réels avant la

clôture réelle. Un nombre algébrique � est représenté par un couple (I�; P�)

où P� est un polynôme de Q [X] et où I� est un intervalle d'isolation dont les

bornes sont rationnelles. Il a donc la forme I� = (l�; r�) où l� et r� sont dans

Q . On choisit P� sans facteurs carrés et I� (vu comme intervalle de R) ne

contenant qu'une seule racine de P�. L'arithmétique sur ces représentations

utilise des techniques d'éléments primitifs qui sont de calculer un résultant à

chaque fois que l'on fait une opération

Voyons par exemple comment implanter l'addition sur cette représenta-

tion. On doit représenter � = �1 + �2 où �1 est représenté par I1; P1 et �2

par I2; P2. On cherche I�; P� représentant �.

La méthode décrite dans [Loo83a] et qui est reprise dans Mathematica

(voir [Str97]) est de calculer le résultant

R� = ResY (P1(X � Y ); P2(Y ))

qui est un polynôme de Q [X]. On voit que � est racine de R�, en e�et si on

évalue dans R[X] le polynôme (P1(X � Y ) en X = � = �1 + �2 on trouve

(P1(�1 + �2 � Y ) qui a �2 comme racine. Le polynôme P2(Y ) a aussi �2

comme racine et par suite (P1(�1 + �2 � Y ) et P2(Y ) on un pgcd non trivial

dans Q [X]. Ceci prouve que le résultant R� s'annule en �.

On peut maintenant choisir pour P� la partie sans facteurs carrés de R�.

Pour trouver un intervalle d'isolation de � on regarde si l'intervalle I� =

(l1 + l2; r1 + r2) ne contient qu'une racine. Si ce n'est pas le cas on peut

resserrer chacun des intervalles I1 et I2 jusqu'à ce que (l1 + l2; r1 + r2) ne
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contienne plus qu'une racine de P�. On alors un intervalle I� d'isolation pour

�.

Les autres opérations se font de manière analogue (voir [Loo83a]) et beau-

coup d'heuristiques peuvent être implantées pour améliorer les temps de cal-

culs (voir [Str97]). D'un point de vue pratique ces techniques on l'incon-

vénient de ne pas pouvoir faire facilement des simpli�cations. Prenons par

exemple le nombre 1 +
p
3 dont le polynôme de dé�nition est X2 � 2X � 2

et soustrayons lui le nombre
p
3 dont le polynôme de dé�nition est X2 � 3.

Nous sommes amenés à considérer le polynôme

X4 � 4X3 � 6X2 + 20X � 11 = (X � 1)2(X2 � 2X � 11)

Pour nous apercevoir que le résultat vaut 1, il faut au moins faire la factori-

sation sans carrés complète.

2.1 Les tours d'extensions

Plutôt que d'utiliser des techniques d'éléments primitifs nous pouvons

travailler dans une suite d'extensions.

~K = K1 � � � � Kn � : : :K = K0

On évite ainsi les factorisation de polynômes qui peuvent rapidement de-

venir gros. Nous avons proposé avec Marie Françoise Roy et Zenon Ligatsikas

(voir [LRR96]) un modèle à base de tours d'extensions. La méthode s'inspi-

rait de celle de l'évaluation dynamique de Dominique Duval (voir [DDDD85])

en évitant la discussion de cas. Dans [DDDD85], lorsqu'un polynôme P�(X)

dé�nissant un nombre algébrique � est réductible et que l'on veut tester à

zéro où inverser une expression Q(�), on calcule le pgcd G(X) de P�(X) et

de Q(X). On a maintenant deux cas possibles :

� le cas où G(�) s'annule et

� le cas où P

G
(�) s'annule.

Dans le premier cas on peut dire que Q(�) est nul (non inversible). Dans le se-

cond cas on peut dire que le nombre algébrique � est dé�ni par P (X)=G(X)1

ce qui simpli�e le polynôme de dé�nition de �. Ainsi dans le cas où P (X) est

sans facteurs carrés on sait que P

G
(X) et Q(X) sont premier entre eux et on

peut répondre que Q(�) n'est pas nul ou calculer explicitement son inverse.

Dans le cas réel la situation est � plus simple � puisqu'un seul des deux

cas est possible. En e�et une même valeur réelle ne peut être racine de deux

1
qui est bien un polynôme
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polynômes premiers entre eux. Si l'on dispose d'un moyen e�ectif pour désa-

mbiguïser les deux cas, les calculs peuvent se continuer sans avoir à gérer une

� discussion de cas �. C'est ce principe qui nous a guidé pour proposer dans

[LRR96] un schémas où la partie algorithmique qui permet de désambiguïser

les cas est séparée de la partie construction de tours d'extensions.

Dans [LRR96] nous avons pu proposer un modèle uniforme qui intègre

dans un même programme les méthodes de caractérisation des racines réelles

basées sur des intervalles et celles plus génériques basées sur le lemme de

Thom [CR88, GVRRT98]. Nous avons ainsi pu véri�er expérimentalement

que, malgré leur bonne complexité théorique, les méthodes basées sur le

lemme de Thom nécessitaient trop de ressources et étaient plus lentes en

pratique.

Ce modèle est aujourd'hui intégré à la distribution d'Axiom et a l'avan-

tage de pouvoir intégrer rapidement de nouveaux algorithmes ou des amé-

liorations. Nous décrivons ici une adaptation du principe de fonctionnement

que nous avions donné avec Marie Françoise Roy et Zenon Ligatsikas dans

[LRR96]. J'avais en e�et écrit le programme Axiom pour pouvoir comparer

di�érents algorithmes et di�érentes heuristiques de calcul.

L'adaptation décrite ici re�ète ce que j'ai décrit dans [Rio02] pour mieux

prendre en compte les simpli�cations.

2.2 Un modèle abstrait

L'idée générale de [LRR96] pour manipuler les nombres algébriques réels

est assez simple. Cela revient à � abstraire � les opérations qui doivent être

utilisées pour mener à bien des calculs dans les extensions algébriques. Ici K

désigne une implémentation quelconque d'un corps ordonné et K[X] désigne

une implémentation quelconque de polynômes en une variable à coe�cients

sur K. Nous noterons fX  �gK une implantation qui code des racines

réelles de tous les polynômes de K[X].

Une racine réelle est un élément de fX  �gK, on la notera X  � ou

simplement � et permet de représenter un nombre algébrique réel de ~K (en

travaillant dans K bien sûr). Le sous corps K� de ~K engendré par � pourra

alors être noté comme l'anneau de polynômes K[X  �]. On identi�era sou-

vent X  � dans fX  �gK et � dans ~K.

Nous utiliserons des opérations dont les signatures portent sur des � ra-

cines réelles �. Celles ci sont spéci�ées dans une liste de signatures2 nommée

real_root_characterisation. Les signatures d'opérations dont nous avons

besoin pour calculer avec des racines réelles sont :

2
une catégorie Axiom ou une espèce FoC.
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� construire des racines à partir d'un polynôme de K[X] :

all_roots_of 2 K[X]! list(fX  �gK)

L'appel all_roots_of(P ) retourne les racines réelles

X  �1; : : :X  �n

représentant les nombres réels �1; : : : �n qui sont racines de P .

� Retourner un polynôme de dé�nition pour une racine réelle :

defining_polynomial 2 fX  �gK ! K[X]

L'appel defining_polynomial(�) retourne le polynôme P� de dé�-

nition de �. Notons que le polynôme sera simplement supposé sans

facteurs carrés.

� Réduire une expression de K[X] modulo un polynôme de dé�nition

pour une racine réelle :

reduce 2 K[X]! fX  �gK ! K[X]

L'appel reduce(Q;�) peut être implémenté par défaut en calculant le

reste de la division euclidienne de Q par le polynôme de dé�nition P�
de la racine réelle �.

� Décider si une expression deK[X] est nulle en un point réel � représenté

par X  � :

is_zero 2 K[X]! fX  �gK ! (bool� fX  �gK)
L'appel is_zero(Q(X); X  �) retourne en général un booléen qui est

vrai si l'expression Q(X) s'annule au point � représenté par X  �.

Comme nous le verrons dans la section 2.2.3, ces calculs sont longs et

nécessitent un calcul de pgcd dans K[X]. On peut trouver un diviseur

du polynôme P� annulé par � pendant le calcul. Dans ce cas on choisit

de retourner un codage X  �0 du même nombre réel � dont le poly-

nôme de dé�nition P 0
�
est de degré plus petit que P�. On réduit ainsi

dynamiquement les degrés des polynômes qui interviennent.

� calculer le signe d'une expression de K[X] en point réel � représenté

par X  � :

sign 2 K[X]! fX  �gK ! (int� fX  �gK)
L'appel sign(Q(X); X  �) retourne le signe (-1 ou 1) de l'expression

Q(X) au point réel � que représente X  �. C'est donc le signe de
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Q(�) dans ~K. De même que pour la fonction is_zero on choisira de

retourner un meilleur codage lorsqu'on trouve un diviseur du polynôme

de dé�nition P� de �. Ceci est en particulier le cas si Q(�) s'annule

dans ~K.

� Donner l'inverse d'une expression de K[X] :

recip 2 K[X]! fX  �gK ! (K[X]� fX  �gK)

Si X  � représente le nombre réel �, l'appel recip(Q(X); X  �)

retourne l'inverse s'il existe de Q(�). On retourne un meilleur codage

quand on rencontre un diviseur d'un polynôme de dé�nition.

2.2.1 Opérations Génériques

À titre d'exemple voyons comment nous pourrions implémenter l'opéra-

tion recip(Q;�). Nous noterons P� le polynôme de dé�nition de �, bezout

l'opération qui calcule les coe�cients de Bezout de deux polynômes. Pour

deux polynômes P et Q elle retourne un triplet (P ;Q;G) de polynômes de

K[X] tels que

PP +QQ = G

où G est le pgcd de P et de Q. Nous supposerons que le polynôme Q que

l'on veut inverser au dessus de la racine � est réduit modulo P�.

� Soit (P� ; Q;G) = bezout(P�; Q)

� Si G est trivial on peut retourner le résultat Q

lc(G)
. Notons que l'on ne

suppose pas que le pgcd est unitaire.

� Si G est non trivial on peut tester si G est nul au dessus de � en

appelant l'opération is_zero de fX  �gK.
� L'appel is_zero(G;�) doit retourner un nouveau codage �0 du même

nombre algébrique. On peut ainsi retourner �0.
Nous laissons à l'application qui appelle la fonction recip le soin de

réduire éventuellement le polynôme Q passé à recip. Comme P� est

supposé sans facteurs carrés, le polynôme de dé�nition P�0 qui en est un

facteur l'est aussi. Il vaut donc soit le polynôme G calculé par bezout,

soit P�

G
. Si l'appel recip(Q;�) retourne un nouveau codage �0 nous

sommes ainsi sûrs que P�0 est soit un diviseur de Q soit premier avec

Q. Dans le premier cas Q se réduit à 0 modulo P�0 , dans le deuxième

cas un autre appel à recip retournera un résultat.
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2.2.2 Un modèle en FoC

Nous utilisons les conventions de notation de la section 5.2 qui corres-

pondent à un usage plus proche d'Ocaml que d'Axiom3. En particulier

self désigne une instance quelconque d'un codage de racines réelles. Nous

pouvons écrire les spéci�cations FoC :

type somme('a,'b) =

| Res in 'a -> somme('a,'b)

| New in 'b -> somme('a,'b) ;;

species racine_reelle

(k is corps_ordonné,

k_x is polynomes_formels_univaries(k))

inherits basic_object =

sig defining_polynomial in self -> k_x ;

sig reduce in k_x -> self -> k_x ;

sig all_roots_of in k_x -> List(self) ;

sig is_zero in k_x -> self -> somme(bool,self) ;

sig sign in k_x -> self -> somme(int,self) ;

sig recip in k_x -> self -> somme(k_x,self) ;

end

2.2.3 Le codage par intervalles

La version actuelle de la clôture réelle représente une racine réelle � par

un couple formé d'un intervalle d'isolation I� et un polynôme de dé�nition

P� pour �. Les algorithmes utilisés sont ceux que j'ai décrits dans [Rio91].

Elle est distribuée avec les versions d'Axiom et le code est disponible (voir

[Rio])

Pour déterminer si une expression Q(X) s'annule en � nous calculons le

pgcd G(X) de Q(X) et de P�(X).

� Si celui ci est trivial Q(�) n'est pas nul.

� Si G est non trivial on regarde s'il s'annule dans l'intervalle I�. Il su�t

pour cela de regarder s'il change de signe entre les bornes de l'intervalle.

3
nous n'avons pas voulu introduire Axiom
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En e�et, G est sans facteur carrés comme diviseur de P� qui est sans

facteurs carrés.

Pour construire un ensemble de racines réelles à partir d'un polynôme

P on commence par mettre P sans facteurs carrés. Soit P� ce polynôme,

on détermine ensuite une borne pour les racines de P� ce qui nous permet

d'avoir un intervalle I contenant toutes les racines de P�. On calcule alors la

suite de Sturm de P� et on compte le nombre de racines de P� dans I grâce

à la proposition 1. Si I contient plus d'une racine on coupe I en deux sous

intervalles I1 et I2 et on cherche dans chacun de ces intervalles. Comme P� est

sans facteurs carrés on arrive toujours à trouver un intervalle ne contenant

qu'une seule racine.

Il nous faut ensuite calculer le signe d'une expression Q(X) en �. La

technique que nous utilisons dans la version Axiom actuelle de la clôture

réelle repose sur la règle de Descartes et sur des changements de variables.

Proposition 3 (Règle de Descartes)

Le nombre de racines strictement positives d'un polynôme di�ère par un

entier positif pair du nombre de changement de signe des coe�cients du

polynôme.

En particulier si tous les coe�cients d'un polynôme P sont de même signe

alors P n'a pas de racines strictement positives.

Pour a < b, le changement de variable

X ! bX + a

X + 1

permet de transformer l'intervalle [a; b[ en l'intervalle [0;+1[. Les racines de

Q entre a et b sont alors transformées en les racines de

Q�
a;b
(X) = (X + 1)nQ(

bX + a

X + 1
)

entre 0 et +1.

Si Q(�) est non nul, on peut toujours trouver un intervalle I� = [a; b[

d'isolation autour de � tel que Q�
a;b

n'ait plus de racines positives. Il nous

faut donc d'abord véri�er que Q(�) est non nul puis examiner si Q�
a;b

véri�e

le critère de Descartes. Si ce n'est pas le cas on doit resserrer (par dichotomie

par exemple) l'intervalle autour de � et recommencer en calculant Q�
a;b

pour

le nouvel intervalle I� = [a; b[.

En pratique le nombre de bissections que l'on doit faire dépend de Q(�) et

s'il est proche de 0 on doit en faire beaucoup. Il faut donc calculer beaucoup

de signes puisqu'on doit calculer Q�
a;b

et les signes de ces coe�cients à chaque

étape.
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2.3 Extensions de corps ordonnés

2.3.1 Les extensions simples

Une fois les opérations de racine réelle spéci�ées nous pouvons construire

une extension de corps K� � K qui contient une racine réelle �. Nous avons

besoin de préciser :

� un corps K noté � k � dans le code,

� une implémentation K[X] de polynômes en une variable à coe�cients

sur K. Il est noté � k_x � dans le code,

� une implémentation d'un domaine de codage fX  �gK de racines

réelles. On le notera � r_cod � dans le code,

� une valeur � de fX  �gK notée racine dans le code.

Nous pouvons maintenant implémenter les opérations nécessaires en ap-

pelant simplement l'opération correspondante du domaine de codage. En

utilisant la syntaxe de FoC (où ! désigne l'appel de méthode), nous avons :

species extension_ordonnée

(k is corps,

k_x is polynomes_formels_univaries(k),

r_cod is racine_reelle(k,k_x),

racine in r_cod)

Ici nous choisissons de représenter les expressions algébriques comme des

polynômes en une variable à coe�cients sur les corps de base. Nous voulons

bien sûr implémenter un corps ordonné.

inherits corps_ordonne =

rep = k_x;

A�n de pouvoir tirer parti dynamiquement des simpli�cations nous avons

besoin d'un � état interne � pour disposer en permanence du � meilleur co-

dage �. Nous choisissons de manipuler cet état dans une référence mutable

nommée mutable. Les fonctions #ref, #deref et #set sont directement im-

portées d'Ocaml et permettent respectivement

� de créer une référence,

� d'obtenir le contenu d'une référence,

� de modi�er le contenu d'une référence.

Nous ne voulons pas que ces opérations soient visibles par d'autres pro-

grammes, elles sont donc locales.
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local let mutable = #ref(racine) ;

local let la_racine = #deref(mutable);

local let set_racine(new_racine) =

#set(!mutable , new_racine) ;

Nous pouvons alors implémenter l'addition par exemple :

let plus(n1,n2) =

let r = k_x!plus(n1,n2) in

let is_new_racine = r_cod!is_zero(r,!la_racine) in

match is_new_racine with

| #Bool(test) ->

if test then !zero else r_cod!reduce(r,!la_racine)

| #New(new_racine) ->

let dumb = !set_racine(new_racine) in

r_cod!reduce(r,!la_racine) ;

Ici nous examinons � par �ltrage � le résultat de l'appel de l'opération

is_zero qui est soit un booléen, soit un nouveau codage.

� Lorsque le résultat est un booléen il su�t de simpli�er � r �. Ceci est

nécessaire puisque entre le calcul de � n1 � ou � n2� et l'addition que

nous e�ectuons un e�et de bord sur !la_racine a pu se produire.

� Lorsque le résultat est un nouveau codage new_racine, cela traduit

le fait que � r � n'était pas premier avec le polynôme de dé�nition

de !la_racine et nous devons faire une mise à jour avant de réduire

modulo le nouveau polynôme de dé�nition.

Les autres opérations se font de manière analogue. En particulier, si �

est la racine réelle qui engendre K�, le calcul du signe d'une expression

Q(�) représentée par le polynôme Q(X) appelle l'opération sign(Q(X); �)

de fX  �gK, celui de son inverse appelle recip(Q(X); �).

Nous pouvons noter que ce sont les opérations arithmétiques qui appellent

l'opération is_zero de fX  �gK. Le test d'une expression de K� à 0 est

alors trivial. Lorsque une opération arithmétique retourne un polynôme Q

non constant on peut supposer que celui ci est premier avec le polynôme de

dé�nition de �.

D'un point de vue pratique cette technique s'est avérée plus rapide en

Axiom que celle qui consisterait à appeler is_zero à chaque fois que l'on

veut tester une expression à 0.
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2.3.2 Les extensions multiples

Pour décrire des extensions contenant plusieurs racines réelles il su�t

d'itérer la construction précédente et donc de construire l'extension K�;� �
K� � K. Par exemple soit � la plus grande racine réelle de X2�X � 1. Soitp
5 la plus grande racine réelle de X2 � 5. On souhaite véri�er que

2� =
p
5 + 1 (2.1)

On peut soit se placer dans l'extensionK
�;
p
5 � K� � K soit dans l'extension

Kp
5;� � Kp

5 � K. En pratique nous devons donc :

� soit construire la racine réelle
p
5 en appelant l'opération all_roots_of

de fX  
p
5gK pour obtenir l'extension Kp

5.

Nous devons ensuite construire la racine réelle � en appelant l'opération

all_roots_of de fX  �gKp
5
pour obtenir �nalement K

�;
p
5.

� Soit construire la racine réelle � en appelant l'opération all_roots_of

de fX  �gK pour obtenir l'extension K�.

Il nous faut ensuite construire la racine réelle
p
5 en appelant l'opéra-

tion all_roots_of de fX  
p
5gK�

pour obtenir �nalement Kp
5;�.

Évidemment toutes ces extensions désignent le même corps et Kp
5;� =

K
�;

p
5 = Kp

5 = K�. Mais pour le démontrer il faut soit factoriser le poly-

nôme X2�5 = (X�2�+1)(X+2��1) dans K� soit factoriser le polynôme

X2 �X � 1 = (X � 1�
p
5

2
)(X � 1+

p
5

2
) dans Kp

5.

Une solution possible serait d'autoriser le programmeur à décrire stati-

quement une tour d'extension su�sante pour qu'il y e�ectue tous ses calculs.

On peut imaginer de factoriser les polynômes qui interviennent comme dans

[Lan90]. Cette factorisation est coûteuse mais ne se fait qu'une fois. Cette so-

lution a encore l'inconvénient de ne pas permettre la construction dynamique

de nouveaux nombres.

En pratique nous préférons ne pas rechercher systématiquement la tour

d'extension � la plus simple �. Nous nous contentons de nous � apercevoir �

d'une simpli�cation lorsque celle ci peut avoir lieu. Notre but est de faire

en sorte que le corps de nombres algébriques que nous voulons implémenter

puisse contenir un nombre arbitraire de variables algébriques.

Voyons comment établir la relation (2.1). Plaçons nous par exemple dans

K
�;
p
5. La question qui se pose est de savoir si 2X = 1 +

p
5 quand on

interprète X valant X  � dans fX  �gKp
5
. On doit donc tester à zéro

le polynôme Q(X) = 2X � 1�
p
5 de Kp

5
[X] en X  �. Lors du calcul de

pgcd de Q(X) et de P�(X) = X2 � X � 1 on voit que Q(X) divise P�(X)

comme de plus Q(�) s'annule dans ~K. On voit que

X � 1 +
p
5

2
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est un meilleur polynôme de dé�nition de �. On aperçoit donc que Q(X) est

nul et que l'égalité (2.1) est vraie.

2.3.3 Un exemple en FoC

Nous ne pouvons évidemment pas donner tout le code de la clôture réelle.

Nous renvoyons à [Rio] pour le code Axiom. Un stage de DEA récent à

montré qu'on pouvait en faire une implémentation en FoC. Nous en donnons

ici une variation qui respecte le modèle présenté ici.

En FoC nous devons d'abord expliciter les types de données que nous

utilisons pour :

1. représenter les éléments de K[X], les polynômes en une variable sur un

corps K dont les éléments sont représentés par un type quelconque 'a :

type univ_poly_rep('a) = list(int*'a) ;;

nous utilisons ici explicitement une représentation creuse. On pourra

ensuite construire l'espèce FoC :

species univ_poly(k is corps_ordonne)

inherits polynomes_formels_univaries(k) =

rep = univ_poly_rep(k) ;

end

2. Les éléments de fX  �gK, le codage des racines réelles sont eux

représentés par le type :

type interval_coding_rep('a) =

('a*'a) * univpoly_rep('a) ;;

nous utilisons ici le codage par intervalles avec un couple de points et

un polynôme de dé�nition. Notons que pour expliciter la représentation

des éléments de fX  �gK en fonction de la représentation 'a des

éléments de K nous avons été obligés d'expliciter la représentation des

éléments de K[X] en fonction de 'a. Nous reviendrons dans le chapitre

5 sur cette question.

Nous pourrons ensuite avoir une espèce FoC :

species interval_coding

(k is corps_ordonne, k_x is univ_poly(k))

inherits racine_reelle(k, k_x) =

rep = interval_coding_rep(k) ;
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3. Les nombres algébriques réels eux-mêmes sont des éléments de ~K dont

la représentation peut être explicitée par :

type alg_nums_rep('a) =

| Base of 'a -> alg_nums_rep('a)

| Composed of int ->

interval_coding_rep(alg_nums_rep('a)) ->

univ_poly_rep(alg_nums_rep('a)) ->

alg_nums_rep('a) ;;

ici bien sûr nous avons été aussi obligés de � déplier � complètement la

représentation alg_nums_rep des éléments de ~K en fonction de celle ('a)

des éléments de K. Nous avons donc explicité les représentations de K[X] et

de fX  �gK.
Nous pouvons maintenant implanter les nombres algébriques réels dans

l'espèce FoC nombres_algebriques_reels en utilisant la structure de don-

nées alg_nums_rep avec comme paramètre la représentation pour un corps

ordonné quelconque k :

species nombres_algebriques_reels (k is corps_ordonne)

inherits corps_ordonne =

rep = alg_nums_rep(k)

let

rec up_rec is polynomes_formels_univaries(self) =

polynomes_univaries(self)

and up_cod is racine_reelle(self,up_rec) =

interval_coding(self)

and plus = ...

Nous pouvons maintenant utiliser les opérations de

polynomes_formels_univaries

en les pré�xant par !up_rec et celles de racine_reelle en les pré�xant

par !up_cod. Voyons par exemple comment implanter le calcul du signe d'un

élément x de la clôture réelle ~K (self) de K (k) :

and sign(x) = match x with
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| #Base(b) -> #Base(k!sign(b))

| #Composed(age,code,val) ->

let new_code = !intcod!sign(val,code) in

match new_code with

| #Res(res) -> res

| #New(new_code) -> #foc_error("sign: bad call")

end

Le signe d'un élément de base est celui qu'il a dans le corps de base. Pour le

signe d'un élément composé nous appelons l'opération sign du domaine de

codage. Cet appel doit retourner un résultat et non un nouveau codage. En

e�et comme dans la section 2.3.1 nous supposons que toutes les opérations

produisent des polynômes premiers avec les polynômes de dé�nition.

De même la fonction recip qui calcule l'inverse doit appeler l'opération

recip correspondante qui doit inverser une expression en une variable au

dessus d'un codage d'un nombre algébrique.

and recip(x) = match x with

| #Base(b) ->

let res = k!recip(b) in

if #is_failed(res)

then #Failed

else #Unfailed(#Base(r))

| #Composed(age,code,val) ->

let new_code = !intcod!recip(val,code) in

match new_code with

| #Res(res) -> res

| #New(new_code) -> #foc_error("recip: bad call")

end

Pour les opérations binaires nous devons procéder de la même manière

mais en déstructurant les deux arguments et en nous assurant que les expres-

sions ont une forme correcte.

and plus(x,y) = match x with

| #Base(a) ->

match y with

| #Base(b) -> #Base(k!plus(a,b))

| #Composed(ay,cy,vy) ->

let s = !up_rec!plus(!up_rec!lift(x),vy) in

!simplify(s, ay, cy)
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end

| #Composed(ax,cx,vx) ->

match y with

| #Base(b) ->

let s = !up_rec!plus(vx,!up_rec!lift(y)) in

!simplify(s, ax, cx)

| #Composed(ay,cy,vy) ->

if #int_lt(ax,ay)(* cx created before cy *)

then

let s = !up_rec!plus(!up_rec!lift(x),vy) in

!simplify(s, ay, cy)

else

if #int_lt(ay,ax) (* cy created before cx *)

then

let s = !up_rec!plus(vx,!up_rec!lift(y)) in

!simplify(s, ax, cx)

else (* ax=ay => cx=cy *)

let s = !up_rec!plus(vx,vy) in

!simplify(s, ax, cx)

end

end

Le rôle de la fonction simplify est de s'assurer que l'on ne puisse produire

que des expressions dont la valeur polynomiale est première avec le polynôme

de dé�nition du codage. Lorsque le test à zéro retourne un nouveau codage,

nous sommes sûrs que le polynôme de dé�nition de la racine est soit un

diviseur du polynôme passé en argument, soit un polynôme premier avec le

polynôme passé en argument.

and simplify(pol in up_rec, age in int, code in intcod)

in self =

if !up_rec!degre(pol) = 0

then !up_rec!coefficient_dominant(pol)

else

let new_code = !upcod!is_zero(pol,code) in

match new_code with

| #Res(res) ->

if res

then #foc_error("prime computed zero")

else #Composed(age, code, pol)

| #New(new_code) ->
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let new_pol = !upcod!reduce(pol,new_code) in

if !up_rec!degre(new_pol) = 0

then !up_rec!coefficient_dominant(new_pol)

else #Composed(age, new_code, new_pol)

end



Chapitre 3

Les sous résultants

Nous avons vu qu'en pratique les algorithmes que nous avons utilisés pour

la clôture réelle reposent sur des calculs de pgcd, de coe�cients de Bezout

ou de suites de Sturm. Tous ces algorithmes comme celui de calcul naïf du

résultant sont des variantes de l'algorithme d'Euclide de calcul du pgcd.

3.1 Les sous résultants

Le problème de l'algorithme naïf de calcul du résultant (voir l'algorithme

1 de la section 1.2) est sa mauvaise complexité. En e�et, d'après la formule

matricielle pour le déterminant de Sylvester, le résultant est une fonction

polynomiale des coe�cients des polynômes P et Q d'entrée. En particulier il

reste dans l'anneau des coe�cients.

Son calcul explicite nécessite par contre de calculer le reste R de la division

euclidienne de P par Q, ce qui ne peut se faire que dans un anneau où le

coe�cient dominant de Q est inversible. En pratique on se place donc dans

le corps des fractions de l'anneau des coe�cients que l'on suppose intègre

évidemment.

Collins et Brown (voir [Loo83b, Col67, BT71]) ont indépendamment mon-

tré que l'on pouvait faire des calculs plus simples en restant dans l'anneau des

coe�cients de P et de Q. On remplace l'étape de division euclidienne par une

étape de pseudo division et on peut faire des simpli�cations supplémentaires

en divisant le résultat de la pseudo division par une quantité connue.

Algorithme 2 (Sous Résultants)

remplaçons dans l'algorithme 1 de la section 1.2 le reste

rem(P;Q) =
prem(P;Q)

lc(Q)jPj�jQj+1
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par
prem(P;Q)

� jPj�jQj

et le paramètre � par deux paramètres � et  initialisés à 1. On obtient

l'algorithme des sous résultants :

let resultant(P;Q; �;  ) =

Q = 0)  

R prem(P;Q)

� jPj�jQj

 0  lc(Q)jPj�jQj

 jPj�jQj�1

resultant(Q;R; lc(Q);  0)

et tous les coe�cients qui interviennent restent dans l'anneau. C'est à dire

que toutes les divisions sont exactes.

Algorithme 3 (Résultant général)

On peut exprimer un algorithme général de réduction en termes de 3 fonctions

qui permettent de :

� calculer le prochain polynôme next_defective. Cette fonction doit

faire décroître les degrés, ce qui garantit la terminaison.

� Calculer un polynôme similaire à celui par lequel on va diviser. Cette

opération next_non_defective permet de calculer e�ectivement le ré-

sultant en fonction des polynômes calculés.

� Calculer un terme complémentaire pour simpli�er le pseudo reste. Cette

opération next_alpha trouve un diviseur du pseudo reste.

On obtient alors :

let general_resultant(P;Q; �;  ) =

Q = 0 )
jP j> 0) 0

 

Q0  next_non_defective(Q; ; jP j � jQ j)
  lc(Q0)
� next_alpha(lc(Q))

R next_defectiveP;Q; �;  )

general_resultant(Q;R; �;  )

L'algorithme naïf 1 de la section 1.2 peut alors être vu comme une instance

de l'algorithme général en prenant � =  = lc(Q).

L'algorithme 2 habituel est aussi une instance de l'algorithme précédent

en prenant
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next_alpha(q) = q

next_non_defective(Q; ; Æ) =
�(�lc(Q))

Æ�1
Q

 Æ�1

next_defective(P;Q; �;  ) =
prem(P;Q)

�� jPj�jQj

3.2 Les sous résultants faibles

Du point de vue de la clôture réelle nous sommes moins intéressés par

le calcul du résultant que par des algorithmes de calcul de pgcd, de calcul

des coe�cients de Bezout ou de suites de Sylvester. Nous pouvons bien sûr

modi�er l'algorithme 3 pour retourner un pseudo diviseur de ses arguments

ou bien l'étendre de façon classique pour calculer les coe�cients de Bezout.

Dans [MMR96] j'avais proposé avec Marc Moreno une généralisation de

l'algorithme des sous résultants. Cette généralisation est encore aujourd'hui

la base de la résolution triangulaire de systèmes d'équations polynomiale.

Algorithme 4

L'algorithme newSubResGcd de [MMR96] est une instanciation de l'algo-

rithme général 3 en prenant

nextAlpha(q) = jj q jj
f

nextNonDefective(Q; ; Æ) =
�(�jjlc(Q)jjf )Æ�1lc(Q)

f
Q

 Æ�1

nextDefective(P;Q; �;  ) =
prem(lc(P )

f
P;lc(Q)

f
Q)

�� jPj�jQj

et en initialisant � et  à 1. On prend x ! xf et x ! jj x jj
f
valant res-

pectivement f(x) et xf(x) pour une fonction f quelconque transformant un

élément non nul de A en un autre élément non nul de A.

Cette modi�cation revient à multiplier à chaque étape par lc(Q)
f

le po-

lynôme Q par lequel on divise. Marc Moreno et moi avions pu montrer que

les termes calculés restaient dans l'anneau des coe�cients.

Proposition 4

Soit A un anneau intègre. Soient P et Q des polynômes de A[X] et f une

fonction de A� dans A�. Soit F0; : : : Fn la suite de polynômes calculée au

cours de l'exécution de l'algorithme 4. Les coe�cients des Fi (0 � i � n)

restent dans A.

L'intérêt de l'algorithme 4 vient de ce que l'opération d'inversion dans un

corps y est remplacée par une opération de quasi inversion.
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Pour un élément x de A, le quasi inverse de s est un couple (x; jj x jj)
avec xx = jj x jj. Si jj x jj est � plus simple � que x sans que xf soit � trop

compliqué � on obtient des gains importants en temps de calcul.

Plus précisément supposons que l'on ait un anneau intègre R dit de base.

Nous voulons travailler dans un anneau A qui contient des éléments qui sont

algébriques sur R. Au lieu de se placer d'abord dans le corps des fractions

Q = R��1R de R et de travailler dans l'extension de corps K = A��1A de

Q on peut remarquer que K = R��1A. C'est à dire que l'on peut garder les

dénominateurs dans R si l'extension K est algébrique sur Q.

Si on considère qu'un élément de R est � plus simple � qu'un élément de

A on peut voir l'inverse y d'un élément x = a=d de K comme une fraction

y = da=jj a jj où a et a sont dans A et où d et jj a jj sont dans R. Ceci

permet de déduire l'opération d'inversion de l'opération de quasi inversion.

Prenons un exemple très simple, si on veut inverser le nombre algébriquep
5 +
p
3 on trouve son quasi inverse

p
5�

p
3

2
, c'est le couple (

p
5 �
p
3; 2).

Dans un modèle de corps le dénominateur 2 se retrouve dans chaque terme

algébrique et
p
5�

p
3

2
est en fait codé par (1

2
)
p
5� (1

2
)
p
3 et le dénominateur

2 se trouve distribué dans toute l'expression la faisant grossir inutilement.

Soit K une extension simple de Q par un polynôme irréductible P� dont

les coe�cients sont dans R. L'inversion d'une expression Q(�) est alors di-

rectement la relation de Bezout qui se calcule avec l'algorithme d'Euclide

étendu. La quasi inversion est obtenue par l'algorithme des sous résultants

étendu et retourne un couple (Q; jj Q jj) où Q 2 R[X] et où jj Q jj 2 R est

le résultant de P� et de Q. Ce quasi inverse est obtenu grâce à la relation qui

exprime le résultant en fonction des polynômes d'entrée

QQ + P�P� = jj Q jj

Le gain de temps vient de la meilleure complexité de l'algorithme des sous

résultants.

De plus dans l'algorithme 4 nous n'avons pas introduit d'inversion puisque

toutes les divisions sont exactes. La première division de 4 correspond ainsi

à une division exacte d'un élément de A[X] par un élément de R. Cette

division se fait terme à terme, on fait donc une suite de divisions exactes

d'éléments de A par des éléments de R.

L'opération de quasi inversion dans A revient à prendre le couple (1; x)

lorsque l'élément x que l'on veut inverser est dans l'anneau de base R. Dans

un cas plus compliqué où on travaille dans une tour d'extension A on fait

toujours tourner l'algorithme 2 avec f(x) = x. Comme xf(x) = jj x jj les
divisions sont des divisions d'éléments de A par des éléments de R comme

dans la deuxième division de l'algorithme 4.
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Fig. 3.1 � Un nouveau modèle de clôture

R ! A ! ~R

# # #
R��1R ! R��1A ! R��1 ~R

k k k
Q ! K ! ~Q

En pratique, Nous devons simplement mieux gérer les dénominateurs. Le

modèle pour les ensembles triangulaires implanté par Marc Moreno est de

considérer l'anneau de base R comme plongé dans son corps des fractions

Q et d'implanter les polynômes de Q[X1; : : :Xn] comme des couples formés

d'un élément de R[X1; : : :Xn] et d'un élément de R en gérant un seul déno-

minateur par polynôme.

Dans ce modèle le plongement du corps Q dans un corps algébriquement

clos ou réel clos reste implicite. Le nombre de variables est connu et �xé à

l'avance et la résolution d'équation consiste à fournir un ensemble de systèmes

triangulaires (voir [ALM99]) qu'il faut ensuite manipuler. Dans le cadre de la

clôture réelle nous devons expliciter le corps dans lequel l'utilisateur travaille

puisqu'on le lui fournit. On ne peut donc pas se contenter de simplement

mieux gérer les polynômes dans la cadre de la clôture réelle.

3.3 Un modèle d'anneaux

Notre problème était donc de généraliser la construction de la clôture

réelle d'un corps réel clos aux anneaux. Pour un anneau de base R, nous

devons construire un anneau ~R comme dans la �gure 3.1 qui généralise le

modèle des corps. Nous devons donner un modèle algébrique pour l'anneau

A ainsi qu'un modèle pour les racines réelles fX  �gA.
Le cadre mathématique habituel est celui des entiers algébriques (voir

[Lan64]) où on considère l'anneau des entiers A d'une extension algébrique

K de Q = R��1R. Cet anneau est formé des éléments de K qui annulent un

polynôme unitaire à coe�cients dans R.

D'un point de vue pratique nous voulons donc supprimer l'opération d'in-

version d'un corps. Nous la remplaçons par l'opération de quasi inversion et

une opération de division exacte. Celle ci doit prendre en arguments un élé-

ment d'un anneau � algébrique � A et un élément d'un anneau � de base �

R.

Dans le modèle de la section 2, nous avons deux opérations d'inversion
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recip. L'une K ! K est celle des corps, l'autre K[X] ! fX  �gK !
K[X] est celle des racines réelles que nous remplaçons par une opération

quasi_recip de A[X] dans A[X]�A. L'opération de corps est plus délicate

à généraliser puisqu'on doit examiner en détail où apparaissent les dénomi-

nateurs dans l'ensemble des algorithmes qui sont utilisés.

Le schéma que nous avons �nalement retenu est de modéliser ce qu'est

une extension algébrique A d'un anneau R avec deux opérations

1. quasi_recip qui prend un élément de A et retourne une couple de

A�R. Ainsi si quasi_recip(a) = (b; d) on a ab = d mais d est dans

R.

2. exquo qui prend en arguments un élément de A et un élément de R et

retourne un élément de A. Ainsi si exquo(a; d) = b on a db = a.

Tous les théorèmes du chapitre 1 s'appliquent sur des corps et leur géné-

ralisation à des anneaux n'est pas toujours possible. Par exemple pour isoler

une racine d'un polynôme unitaire de Z[X], nous devons considérer que les

bornes des intervalles sont rationnelles (soit dans Q = Z��1Z). Par suite,

l'évaluation d'un polynôme à coe�cients entiers en des bornes rationnelles

donne un rationnel. En pratique ceci nous amène à considérer une opération

local_eval qui prenne en arguments un polynôme de A[X] et une � frac-

tion � de A�R pour retourner une fraction de A�R. Nous avons ainsi une
� évaluation � local_eval(P; a

d1
) = b

d2
.

Même dans le cadre des entiers algébriques, nous montrons dans [Rio02]

que l'on ne peut pas se retreindre aux polynômes unitaires de A[X] si on

veut pouvoir simpli�er des polynômes de dé�nition. Le modèle de [Rio02]

comprend donc trois niveaux de localisation

1. les fractions introduites par les bornes des intervalles,

2. les fractions introduites par la simpli�cation de polynômes de dé�nition

des racines réelles,

3. les fractions globales qui permettent de travailler dans un corps réel

clos.

3.4 Les suites de Sturm faibles

Dans le modèle à base d'entiers algébriques il nous manquait encore un

moyen de généraliser les suites de Sylvester de la section 1.4.2. Il faut pouvoir

continuer à faire le raisonnement local de la dé�nition 1.4.1 mais la relation

de proportionnalité change. Soit F0; F1; : : : Fn la suite des sous résultants de

deux polynômes P et Q de A[X]. On a la relation

lc(Fi)
Æi+1Fi�1 = KiFi + �i 

Æi

i
Fi+1 (3.1)
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où Æi vaut jFi�1 j � jFi j. On veut pouvoir contrôler les signes de façon à ce

que lc(Fi)
Æi+1 et �i 

Æi

i
soient de signe contraire.

La relation (3.1) est aussi celle de l'algorithme 4 et dans ce cas les coe�-

cients �i et  i restaient dans l'anneauR. Nous avions donc d'abord généralisé

en testant explicitement le signe de lc(Fi) dans l'anneau A. Cette technique

avait l'inconvénient de calculer des signes (qui peuvent être compliqués à cal-

culer) à chaque étape de réduction de l'algorithme 3 et, en pratique nous ne

les utilisions que pour créer des racines réelles.

La modi�cation que je propose dans [Rio02] permet de généraliser les

suites de Sylvester sans test de signe dans l'anneau A. Ces tests sont simple-

ment dans l'anneauR formé de nombres � simples � (des entiers en pratique).

Ainsi la relation de proportionnalité entre les termes de F0; F1; : : : Fn devient

jj lc(Fi) jjf
Æi+1

Fi�1 = KiFi � �i Æii Fi+1 (3.2)

où cette fois jj lc(Fi) jjf reste dans R. On obtient alors la généralisation

suivante :

Algorithme 5

Soit f un morphisme multiplicatif de A� et soit g une fonction de A� dans R�

retournant un diviseur de son argument. L'algorithme quasi_subresultant

de [Rio02] s'obtient en prenant une instance de l'algorithme général 3 avec :

nextAlpha(q) = g(q)

nextDefective(P;Q; �;  ) =
�prem(P;lc(Q)

f
Q)

� jPj�jQj

nextNonDefective(P; �;  ; Æ) =
(jjlc(Q)jjf )Æ�1lc(Q)

f
Q

 Æ�1

et en initialisant � et  à 1.

On peut alors montrer que les termes calculés par cet algorithme restent

dans A[X] et que les �i et les  i restent dans R.

Il est alors possible de se passer des méthodes basées sur la règle de

Descartes (voir la proposition 3) qui ont l'inconvénient dans certains cas

de devoir trop couper les intervalles de dé�nitions des racines réelles. On

provoque ainsi beaucoup de calculs de signes et d'évaluations de polynômes

qui �nissent par coûter cher.

L'algorithme 5 permet de contrôler les signes de la relation (3.2). On peut

donc faire le même raisonnement que celui de la section 1.4.3 avec la suite

de Sylvester faible calculée par l'algorithme 5 qu'avec la suite de Sylvester.

On peut donc énoncer
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Proposition 5

Soit ~Q un corps réel clos et R un sous anneau de ~Q. Soit Q = R��1R son

corps des fractions. Soit A un sous anneau de ~Q formé d'éléments entiers sur

R et soit K le corps R��1A.

Soit [a; b[ un intervalle de ~Q avec a et b dans Q. Soit P un polynôme sans

facteurs carrés de A[X] tel que P (b) 6= 0 et P (a):P (b) � 0 dans K. Soit �

l'unique racine de P dans ~Q. Soit Q un polynôme de A[X] premier avec P

dans K[X].

Soit va et vb les variations respectives de la suite de Sylvester faible de P

et de Q en a et b alors

� si P (b) est positif alors le signe de Q(�) dans ~Q est va � vb.
� si P (b) est négatif alors le signe de Q(�) dans ~Q est vb � va.

Avec cette généralisation aux entiers algébriques, le nombre de calculs

de signes que l'on doit faire est au plus deux fois le degré du polynôme

de dé�nition d'une racine réelle. Dans les méthodes basées sur la règle de

Descartes le nombre de calculs de signes dépend de la distance euclidienne

entre la position de la racine réelle et la valeur de l'expression dont on veut

tester le signe. J'ai montré dans [Rio02] que le gain en temps de calcul pouvait

être important lorsque les degrés des polynômes augmentent.

Conclusions

Mon problème était donc simple : chasser les dénominateurs des expres-

sions contenant des nombres algébriques. J'ai été amené à concevoir un mo-

dèle qui sortait des catégories décrites en Axiom pour pouvoir y revenir

ensuite dans le cas des corps. Il fallait en e�et spéci�er la pseudo inversion et

la division exacte externe a�n d'en déduire l'inversion dans le cas des corps.

En pratique j'ai été amené à concevoir en même temps le modèle abstrait

et son implémentation. Il me fallait concevoir un modèle algébrique di�érent

qui n'utilise pas la division exacte exquo dé�nie en Axiom dans la catégorie

IntegralDomain.

La clôture réelle représente 1000 lignes de code Axiom. Il faut à peu près

700 lignes pour sortir du cadre des catégories standard Axiom. On modélise

ainsi la pseudo inversion et la division exacte externe. Une fois ce modèle

écrit il faut encore 700 lignes pour implémenter les algorithmes du chapitre

3.

J'ai alors pu implémenter partiellement les algorithmes de la section 3.3

et la proposition 5. Le code fait alors 1200 lignes supplémentaires. On a donc

fait plus que doubler la taille du code.
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Il fallait donc recompiler 2500 lignes à chaque fois que je changeais le

modèle de base pour mieux re�éter les algorithmes. Je ne suis toujours pas

satisfait du code Axiom obtenu. Il est en e�et très di�cile de revenir dans

la hiérarchie des catégories standard d'Axiom. Là où j'attendais de la part

du langage un support et une véri�cation de cohérence de l'ensemble du

programme j'avais obtenu un code dont je ne savais pas toujours ce qu'il

faisait.
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Le projet FoC est directement issu des problèmes pratiques de compila-

tion en Axiom ou Aldor. J'avais en e�et de plus en plus de mal à � savoir �

ce que faisait réellement le code que j'écrivais. Je me suis donc tourné vers

les spécialistes de la sémantique des langages et de la preuve de programmes.

Nous avons décidé de démarrer le projet de concevoir et réaliser un

� cadre � pour la programmation certi�ée d'algorithmes de calcul formel.

D'emblée nous avons écarté l'idée de redé�nir complètement un langage de

programmation dédié au calcul formel. L'entreprise aurait été trop ambi-

tieuse. Les e�orts du projet FoC se sont concentrés sur l'aspect calculatoire

qui constitue le � domaine d'expertise � du calcul formel. On ne peut pas

certi�er des programmes si on ne peut pas décrire ce qu'ils font c'est à dire

leurs spéci�cations.

Au même moment, Loîc Pottier commençait à automatiser des mathéma-

tiques en Coq. Il voulait aborder les objets de base du calcul formel que sont

les polynômes. Ses travaux sur l'algèbre en Coq ont mené à une collabora-

tion entre le projet Lemme de l'INRIA Sophia et FoC au sein de l'action

Calcul Formel Certi�é (voir [Pot]).

En calcul formel, nos spéci�cations sont � les mathématiques du pro-

blème �, il nous fallait donc un moyen de les décrire pour qu'elles deviennent

explicites. On a vu dans la première partie que cela pouvait nous amener un

peu loin lorsqu'on veut décrire des algorithmes non triviaux. Pour le cher-

cheur en calcul formel, un nouvel algorithme n'a souvent d'intérêt que parce

qu'il est plus rapide qu'un autre. Les mathématiques sous-jacentes ne nous

intéressent que parce qu'elles permettent de justi�er l'algorithme. Pour nous

la preuve est un outil, certes important, mais ce n'est pas l'objet de nos

recherches comme pour le chercheur de la théorie des preuves. Nous nous

contentons souvent de � savoir � que l'on pourrait justi�er le code qu'on a

écrit.

Cette démarche est bien sûr insu�sante pour l'utilisateur de systèmes

d'aide à la preuve. Il sait qu'une justi�cation comme � l'anneau est n÷térien

donc le calcul termine � est compliquée à mettre en ÷uvre. Nous voulions

d'abord trouver un moyen de � structurer � les algorithmes et leurs spéci-

�cations avant d'attaquer leur certi�cation. La preuve de programmes est

toutefois bien présente dans le projet et le compilateur FoC actuel permet

d'écrire des preuves en Coq.

Cette présentation ne parle pas du travail de sémantique du projet depuis

cinq ans (voir [Pre00, Fechter01, PDH02, PD03]). Mon rôle à consisté à

implanter des algorithmes de façon à ce que les sémanticiens puissent faire

de la certi�cation. Mais, avant de certi�er les algorithmes, il faut pouvoir

certi�er le � modèle � que l'on utilise. Il ne sert à rien d'utiliser un trait de

programmation si on ne peut pas en avoir la contrepartie dans un système
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de preuves. Par exemple les e�ets de bord sont compliqués à décrire dans les

systèmes de preuves (voir [Fil99, Wad90]). Nous devions donc plutôt utiliser

des fonctions récursives que des boucles.

Nous commencerons par préciser un certain nombres de notions classiques

en théorie de la programmation. Nous ferons ensuite le lien entre ces notions

et la programmation pour le calcul formel à travers di�érents prototypes

d'une librairie d'algorithmes de base pour les polynômes. On pourra ensuite

présenter une partie du langage FoC issu de ces prototypes. Nous présente-

rons en�n la librairie de polynômes que j'ai développée pour FoC.



Chapitre 4

Motivations

En calcul formel nous faisons des calculs exacts sur des éléments apparte-

nant à des ensembles qui ont des structures algébriques parfois compliquées.

Nous utilisons souvent des algorithmes sophistiqués manipulant des éléments

qui occupent souvent une place importante en mémoire. Ainsi leur impression

est parfois plus longue que leur calcul.

Comme les outils de calcul formel manipulent des formules mathéma-

tiques, ils sont souvent utilisés dans les phases de modélisation des projets.

On attend d'eux la rigueur et la correction habituellement associées aux

mathématiques. Beaucoup d'algorithmes de calcul formel reposent sur des

théorèmes qui sont démontrés et ont donc une base solide. Malheureusement

les programmes ne sont pas des simples recopies des théorèmes et même si

les logiciels sont écrits avec soin une erreur reste possible.

Fréquemment un utilisateur de calcul formel augmente donc la con�ance

qu'il a sur le résultat fourni par le système en le véri�ant. Par exemple on

peut souvent dériver une primitive pour retrouver le problème d'origine. Il

arrive pourtant que l'utilisateur ne puisse pas du tout véri�er les résultats.

Il doit alors faire con�ance au système ou au moins à ceux qui ont écrit les

parties sensibles des algorithmes mis en ÷uvre dans le système.

C'est donc souvent l'implémenteur de calcul formel qui garantit la cor-

rection et le bon fonctionnement de son programme. Pour l'assurer le pro-

grammeur doit avoir acquis un niveau de con�ance � su�sant � dans le code

qu'il a écrit. Il doit donc posséder une certaine maîtrise de la signi�cation

des constructions syntaxiques qu'il utilise.

Le programmeur n'utilise que les constructions qu'il � comprend bien � et

dont il sait qu'elles correspondent à ce qu'il veut. Il utilise une discipline de

programmation (les noms d'identi�cateurs, la structuration du programme)

pour faire le lien entre les données qui sont manipulées par le programme

et les objets abstraits qu'il a en tête. Il essaie souvent de � rapprocher � la
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formulation syntaxique d'une formulation mathématique. Il réduit ainsi la

� distance � entre le code et les théorèmes sur lesquels repose sa cohérence.

Lorsque l'implémenteur a atteint un niveau de con�ance su�sant c'est

souvent parce qu'il s'est convaincu que le code écrit re�ète bien les algo-

rithmes. Comme ces derniers reposent sur des théorèmes mathématiques vé-

ri�és, il a � con�ance � en son code qu'il peut distribuer. Il peut rester des

erreurs mais il sait que la base est solide. Il attend donc de la part du langage

une aide pour exprimer les spéci�cations mathématiques de ses algorithmes.

4.1 Un exemple

Prenons mon exemple de portage de la clôture réelle d'Axiom à Aldor

qui sont des langages extrêmement proches. Nous partions d'un programme

existant en Axiom en lequel on avait une certaine con�ance puisque de

grosses applications (la décomposition cylindrique, la résolution triangulaire)

l'utilisaient1. Nous devions changer de langage pour l'écrire en Aldor et uti-

liser la librairie BasicMath au lieu des libraires disponibles dans Axiom.

Nous avons réalisé ce portage au sein de la société NAG qui commercialisait

Axiom et Aldor et avons ainsi béné�cié des conseils des implémenteurs du

langage et de la librairie.

En une journée, la traduction proprement dite était faite et nous avions

un programme accepté par le compilateur que nous pouvions donc tester. Il

nous a fallu une journée supplémentaire pour régler les problèmes liés à la

traduction et obtenir un code qui fonctionne et soit capable de faire tourner

sans erreurs la plupart des exemples d'Axiom. Au cours de cette phase nous

avons détecté des problèmes sur les librairies de polynômes en une variable,

le comportement de certaines fonctions n'était pas le même dans certains cas

� dégénérés �. Nous avons aussi vu un problème plus grave sur une construc-

tion de base d'Aldor la fonctionnalité extend qui permet d'augmenter les

opérations d'un domaine sans en changer le nom. Nous avons donc réécrit un

certain nombre de fonctions mais un certain nombre de � petits problèmes �

restaient en suspens. Certaines approximations n'étaient pas tout à fait les

mêmes en Axiom et en Aldor ! Les approximations ne sont qu'un post-

processing dans la clôture réelle et la partie purement calculatoire semblait

1
en fait je n'ai eu vraiment � con�ance � dans le programme que lorsque, à ma demande,

Jean-Marie Arnaudiès est venu s'entretenir avec moi de nombres algébriques. Il m'avait,

de mémoire, proposé certains de ses � exercices � destinés aux candidats à l'agrégation

de mathématiques. Nous étions d'accord sur presque tout, sauf un exemple . . . Chagriné,

il est remonté dans son bureau ! Fort heureusement seule sa mémoire l'avait trahie et son

livre était juste !
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correcte2.

Il nous a fallu une semaine pour identi�er et corriger ces problèmes. Cer-

taines opérations sur les polynômes modi�aient leurs arguments et lors de la

création de nombres algébriques certains intervalles d'isolation étaient faux,

cassant l'invariant sur lequel reposent tous les calculs d'approximation. Cer-

taines redé�nitions d'opérations n'étaient pas prises en compte de la même

manière qu'en Axiom mais rien n'était spéci�é dans les documentations.

En conséquence certains calculs corrects en Axiom étaient faux en Aldor.

Au cours de ces tests nous avons été amené à modi�er nos sources et, en

particulier, toutes nos fonctions qui faisaient des e�ets de bord. Il est resté

un problème lié a ces modi�cations qui n'est apparu qu'un an plus tard !

Il s'agissait d'une fonction que nous avions instrumenté dans une phase de

debogage de l'erreur. Elle ne correspondait plus à la version Axiom.

4.2 Vers une maîtrise de la sémantique

Nous avons vu que pour pouvoir garantir la correction d'un programme

nous devions avoir des assurances sur le comportement du langage source.

Dans un langage de programmation d'usage général (C par exemple) où

les mathématiques restent implicites, on ne dispose que des constructions

syntaxiques du langage pour implémenter nos algorithmes. Il y a donc na-

turellement une � distance � importante entre la formulation mathématique

d'un algorithme et le programme qui l'implante.

Dans un langage dédié comme Axiom, les spéci�cations mathématiques

s'expriment dans le langage et on peut obtenir un meilleur niveau de con�ance

puisque la � distance � entre le code et les mathématiques sous-jacentes est

plus faible. Un tel langage est plus expressif mais repose sur des concepts qui

sont plus compliqués tels que les catégories ou les domaines. On doit alors

se convaincre que, par exemple, la catégorie Ring en Axiom est bien ce que

l'on entend habituellement par un anneau en mathématiques.

Pour exprimer un algorithme en restant très proche des mathématiques

les concepteurs d'Axiom et d'Aldor ont donc créé un langage o�rant une

2
l'importance des approximations ne peut pas être � négligée � par un programme

qui manipule des nombres réels. Je ne pouvais pas m'imaginer qu'on puisse utiliser des

nombres algébriques réels en dehors de la communauté de calcul formel et du calcul exact.

Un jour le physicien Hubert Caprasse m'a proposé un système qu'il avait � résolu �. Il

avait en e�et exprimé les solutions en fonction des racines d'un polynôme en une variable.

Il voulait la 78ème décimale de la solution, mais n'était pas � satisfait � des � résultats �

de Reduce. Évidement, lorsque l'on utilise des approximations dans les calculs, l'erreur

grandit. Il fallait faire des calculs exacts et approcher à la �n. Reduce, divergeait dès la

56ème décimale.
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syntaxe et des constructions spécialement conçues pour les mathématiques.

Si la syntaxe est relativement bien documentée, les constructions comme les

catégories ou les domaines reposent sur des notions qui étaient très nou-

velles en théorie de la programmation au moment des premiers compilateurs

Axiom. Ainsi, certains traits du langage ressemblent à des types abstraits

algébriques, d'autres évoquent ceux des langages à objets.

La thèse de Guillaume Alexandre (voir [Ale98]), que j'avais partiellement

encadré, avait porté sur la compréhension de la sémantique d'Aldor. Il

s'agissait de certi�er en Coq des algorithmes écrits en Aldor. Il avait choisi

de décrire les catégories et les domaines d'Axiom dans la théorie des en-

sembles de Zermelo, elle même exprimée en Coq.

Il a donc été naturellement conduit à modéliser les constructions de base

d'Axiom a�n d'en avoir une vision certi�ée en Coq. Il s'est aperçu que pour

pouvoir faire la preuve d'une construction comme l'héritage des catégories

(le Join d'Axiom ou Aldor) il était obligé de faire des choix sur l'ordre

d'héritage. De même pour les domaines Axiom il a dû se poser la question

de savoir quelle était la portée des redé�nitions. Ces questions ne sont pas

d'ordre mathématique, elles portaient sur la sémantique du langage.

On est donc conduit à se poser la question de la signi�cation exacte de cer-

tains traits de programmation dans un cadre plus général que celui d'Axiom

ou d'Aldor. Nous avons ainsi été amenés à ré�échir aux caractéristiques des

langages appropriés pour le calcul formel.

4.3 Quelques traits des langages de program-

mation

Pour �xer le cadre de notre étude, rappelons quelques notions et para-

digmes sous-jacents aux langages de programmation.

4.3.1 La programmation fonctionnelle

Classiquement, en mathématiques, une fonction est la donnée d'un en-

semble de départ d'un ensemble d'arrivée et d'un graphe. Un langage de

programmation doit o�rir un moyen au programmeur d'implémenter cette

fonction. La fonction mathématique sert alors de � spéci�cation � au pro-

grammeur : implanter la fonction sin(x).

Du point de vue du calcul comme du point de vue algorithmique on

doit distinguer plusieurs implémentations de la même fonction. Bien qu'elles

calculent le même résultat à partir des mêmes arguments, elles n'ont pas obli-

gatoirement le même code. On doit donc avoir une vision plus calculatoire
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qui considère une fonction comme un moyen de produire un résultat à par-

tir de valeurs passées en argument. Le paradigme des langages fonctionnels

considère les fonctions comme des valeurs que l'on nomme des fermetures.

C'est cette vision �-calcul des fonctions qui est généralement adoptée en sé-

mantique pour parler des programmes.

On oppose souvent la programmation fonctionnelle à la programmation

impérative. Dans une programmation impérative � à la Pascal � le program-

meur met des valeurs dans des � boites � qu'il nomme et dont il modi�e le

contenu au cours de l'exécution du programme. Dans un langage purement

fonctionnel ces variables n'existent pas et le programmeur doit uniquement

utiliser des identi�cateurs pour nommer les valeurs qu'il manipule. Il décrit

des expressions contenant des identi�cateurs qui prennent une valeur dans

un certain contexte.

On a alors une liaison entre un identi�cateur et une valeur, autrement

dit une association entre un identi�cateur et une valeur. Le contexte est un

environnement que l'on peut voir comme une liste de liaisons dont les clefs

sont les identi�cateurs. Un environnement apparaît donc comme un moyen

de donner une valeur à une expression. Ainsi dans un environnement où le

nom � x � vaut 1, l'expression x+1 vaut la valeur 2.

Une fermeture est une valeur qui permet au programme de produire un

résultat à partir d'arguments. Pour manipuler les arguments, le programmeur

doit pouvoir les nommer dans l'expression qui forme le corps de la fonction

qu'il écrit3. Elle a donc la forme syntaxique

(fun X ! EF )

où EF est l'expression qui constitue le corps de la fonction et où X sont

ses paramètres. En pratique E contient souvent les identi�cateurs X que le

programmeur a utilisé pour nommer les arguments mais elle peut en contenir

d'autres.

Pour simpli�er supposons que X ne désigne qu'un seul paramètre. La

valeur de l'application :

(fun X ! EF )(E)

dans un environnement E peut s'obtenir en substituant d'abord E aux oc-

currences de X dans EF . On obtient ainsi une expression En dont on prend la

valeur dans l'environnement E. C'est la stratégie d'appel par nom, on l'op-

pose souvent à la stratégie d'appel par valeur qui consiste à évaluer d'abord

E dans E. On obtient alors une valeur V que l'on substitue aux occurrences

3
quoique certains langages utilisent des paramètres de position pour désigner le premier,

le second argument . . .
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de X dans EF . Lorsque la stratégie d'appel par valeur termine elle est en

général plus rapide et donne le même résultat que la stratégie d'appel par

nom. Beaucoup de langages (C, Ocaml, FoC) utilisent la stratégie d'appel

par valeur.

Le corps EF de la fermeture peut contenir des identi�cateurs libres. Ainsi

(fun x ! x+y) contient l'identi�cateur libre � y � qui doit avoir une valeur

pour que l'application de cette fonction puisse produire un résultat. La valeur

de � y � peut être prise dans l'environnement d'appel de la fonction. C'est

la portée dynamique où on résout à chaque appel les liaisons. Cette stratégie

peut être dangereuse dans la mesure où une redé�nition de � y � peut avoir

des conséquences sur l'exécution de la fonction.

On oppose souvent la portée dynamique à la portée statique où la valeur

de � y � est prise dans l'environnement de dé�nition de la fermeture. Ainsi

en portée statique les identi�cateurs sont liés aux valeurs qu'ils avaient au

moment où la fonction a été dé�nie. On peut alors faire des � optimisations �

et remplacer (fun x ! x+y) par (fun x ! x+1) si � y � est lié à 1 au

moment où on dé�nit la fonction.

Une fermeture contient donc un moyen de lier les identi�cateurs à des

valeurs en plus du code de la fonction elle même. Ainsi une fermeture est la

donnée explicite d'identi�cateurs de paramètres, d'une expression constituant

le corps de la fermeture et d'un environnement permettant de donner une

valeur aux identi�cateurs libres du corps de la fermeture.

Soit F la fermeture qui est la valeur de l'expression (fun X ! EF ) dans
un environnement (de dé�nition)ED. Pour calculer le résultat de l'application

F (X) dans un environnement (d'appel) EA, il faut évaluer l'expression EF
dans l'environnement EE (d'exécution) formé de ED augmenté des liaisons

(X , X) qui lient les noms de � X � aux valeurs de X dans EA.

4.3.2 La surcharge

En mathématiques nous avons l'habitude de donner le même nom pour

des objets utilisés de manière analogue. Ainsi les opérations arithmétiques

usuelles (comme +, -, . . .) ne désignent pas toujours la même opération.

De même, certaines constantes usuelles (comme 0, 1 . . .) ne désignent pas la

même valeur. En informatique aussi les opérations arithmétiques sont souvent

surchargées. Par exemple � + � peut désigner à la fois l'addition des entiers

(int), celle des �ottants (float) voire celles des long ou des double.

C'est le lecteur mathématicien qui donne alors un sens précis à la notation

en s'appuyant sur le contexte d'utilisation de la notation. Par exemple si x

et y sont dans Z et z dans R, le + de y + z désigne l'addition dans R et la

phrase � soit x = y+ z � n'est pas correcte dans ce contexte où x est entier.
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En informatique, c'est le compilateur qui doit décider pour chaque occur-

rence d'un symbole surchargé quel est le code à exécuter. Par exemple l'addi-

tion des int et celle des float sont des instructions machine di�érentes. Un

compilateur peut s'autoriser à prendre la partie entière d'un �ottant pour en

faire un entier. Par suite, en utilisant une syntaxe � à la C �, le programme

int x,y ; float z;

x = y+z ;

n'a pas de signi�cation claire. Doit on faire l'addition �ottante et tronquer le

résultat pour l'a�ecter à x , tronquer z et faire l'addition des entiers ou bien

signaler une erreur ?

Il y a beaucoup de mécanismes pour désambiguïser la surcharge et ils sont

souvent peu ou pas explicités ce qui peut être gênant pour le programmeur.

L'introduction de surcharge fait que dans certains cas le compilateur ne peut

pas décider quelle opération choisir. C'est le programmeur qui doit alors faire

une déclaration ou désambiguïser � à la main � les expressions.

4.3.3 Le typage

Pour désambiguïser une expression contenant des opérateurs surchargés,

nous sommes amenés à examiner le contexte dans lequel l'opérateur est uti-

lisé. En mathématiques c'est le lecteur qui détermine le contexte et pose

éventuellement la question si cela ne lui semble pas clair. C'est souvent en

examinant l'ensemble dans lequel se trouvent les opérandes et le résultat

que l'on donne un sens non ambigu a une expression. Le contexte pour un

informaticien contient des informations provenant des déclarations des iden-

ti�cateurs. On peut les voir comme un environnement qui permet d'associer

un type à un identi�cateur. Une telle � liaison � est une signature c'est à

dire un couple formé d'un identi�cateur et d'un type. L'inférence de type

consiste à associer un type à toute expression du langage comme l'évaluation

consistait à lui associer une valeur. On l'oppose souvent à la véri�cation de

type qui, étant donnés une expression et un type, montre que la valeur de

l'expression dans un certain contexte a bien le bon type.

Les types de données

Les types de données jouent un rôle similaire à celui des ensembles en

mathématiques car ils permettent de classi�er les suites de bits qui sont

manipulées par les processeurs. Ils donnent ainsi une sémantique aux données

qui sont manipulées dans un programme. Lorsque le système de types que
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l'on utilise est un modèle des données circulant réellement dans un processeur

(int, float), le typage permet de garantir qu'une instruction reçoit toujours

des données ayant la bonne forme. Il est extrêmement important que par

exemple, le compilateur n'appelle pas l'instruction d'addition des int avec

deux opérandes qui sont des long de 64 bits. Le processeur prendrait le

premier mot de 64 bits et ajouterait les deux moitiés, il pourrait ensuite

prendre une partie du deuxième entier de 64 bits comme l'instruction suivante

qu'il doit exécuter.

On a ainsi augmenté la sûreté d'exécution et on peut voir chaque expres-

sion d'un programme comme � appartenant � à un type.

Les types fournissent aussi une information de haut niveau utilisée par le

compilateur pour produire du code exécutable correct. Ils permettent égale-

ment au programmeur de mieux structurer ses données. Il peut alors donner

une sémantique di�érente à une même donnée concrète. Ainsi un programme

qui manipule des entiers modulo un entier n codé en un int peut les repré-

senter en utilisant des int mais dé�nir un type modulo di�érent de int. Ainsi

la fonction d'addition des int ne s'appliquera plus à un modulo.

Les types abstraits

Un compilateur analyse l'ensemble des expressions que contient un pro-

gramme. Il leur attribue un type, en utilisant des règles de base :

+ : int -> int -> int

par exemple. Il utilise également des règles supplémentaires qui viennent du

typage des expressions précédentes. On peut imaginer de � grouper � des

informations de typage dans une � interface � qui apparaît alors comme un

ensemble de déclarations. On peut inclure ses signatures lors d'une compi-

lation. Tout ensemble de valeurs respectant cette interface peut en être une

implantation et être utilisé par un programme. Ce sont les modules simples

d'Ocaml.

Ainsi un � domaine � Axiom apparaît comme un ensemble muni d'un

certain nombre d'opérations. Elles sont spéci�ées par la � catégorie � à la-

quelle il appartient. On peut voir ce domaine comme un type abstrait de

données qui implante les opérations que l'on peut e�ectuer sur les valeurs du

type. En Ocaml on écrirait par exemple :

module un_domaine =

stuct

type D = un_type

let op = une_op

end
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pour désigner un domaine de nom � D � ayant une opération unaire de nom

op. La représentation des éléments du domaine est alors le type un_type et

l'opération est implantée à l'aide de une_op qui doit avoir le type

un_type -> un_type

La dé�nition e�ective un_type pour les éléments de � D � est masquée

comme si on avait écrit en Ocaml :

module type un_domaine_visible =

stuct

type D

val op : D -> D

end

et contraint un_domaine à avoir le type un_domaine_visible.

Les catégories d'Axiom o�rent un mécanisme de niveau supérieur qui

permet de décrire les opérations disponibles dans un domaine. Ce sont donc

des types qui décrivent des types. Un domaine décrit par la catégorie se note

� % � dans le code. En Ocaml on peut imaginer d'écrire :

module type une_categorie =

stuct

type %

val op : (% -> %)

end

C'est ensuite le programmeur qui a�rme qu'un domaineD � appartient �

à une catégorie C. En écrivant le code du domaine, il implante les opérations

spéci�ées par C. La compilation produit un nouveau type D et la liste des

signatures de C dans lesquelles � % � a été substitué à D. Il crée ainsi un

nouveau type D et les opérations qui lui sont associées.

sous-typage

De même que l'on peut par une déclaration de type masquer les types

concrets d'un module, on peut aussi oublier certaines de ses dé�nitions. Ainsi

le domaine précédent aurait pu implanter une autre opération binaire op_bis

par exemple. Ainsi

module un_autre_domaine =

stuct

type D = un_type



4.3. QUELQUES TRAITS DES LANGAGES DE PROGRAMMATION 63

val op = une_op

val opbis = une_op_bis

end

peut être contraint à avoir le type une_categorie mais il peut aussi être

contraint à avoir le type de une_autre_categorie :

module type une_autre_categorie =

stuct

type %

val op : (% -> %)

val une_op_bis : % -> % -> %

end

et une_autre_categorie est un sous-type de une_categorie. Comme en

Ocaml un sous-type est un type moins général qui implante donc plus d'opé-

rations.

4.3.4 L'héritage

Lorsqu'en mathématiques on dit qu'un corps est un anneau dans lequel

tout élément non nul est inversible, on sous-entend que tout ce qui s'applique

à un anneau s'applique aussi à un corps. Pouvoir exprimer cela dans un

langage de programmation permet donc de faire décroître la distance entre

la spéci�cation mathématique et le programme.

On peut voir la dépendance de la structure de corps en fonction de la

structure d'anneau comme un héritage au sens des langages à objets. La

structure de corps enrichit la structure d'anneau d'un certain nombre d'opé-

rations comme la division par exemple.

En informatique la notion d'héritage est traditionnellement liée aux lan-

gages à base d'objets. Nous renvoyons à [Rém02] pour plus de détails sur la

programmation par objets en général, nous rappelons pour l'instant simple-

ment quelques caractéristiques.

Un objet possède des méthodes qui sont les opérations qu'il peut recon-

naître ainsi que des variables d'instance qui caractérisent son état. On groupe

les objets en classes qui partagent toutes les méthodes d'une famille d'objets.

Ils sont distingués entre eux par les valeurs des variables d'instance. La pro-

grammation fonctionnelle classique qui consiste à programmer en appliquant

une fonction sur des arguments est alors remplacée par l'envoi d'une méthode

à un objet dans la programmation par objets. Les objets eux mêmes sont créés

par l'intermédiaire des classes et grâce à une primitive � new �. Beaucoup de

langages o�rent la notion de classe � virtuelle � ou abstraite qui permet de
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spéci�er des méthodes sans les dé�nir. Ainsi new ne peut s'appliquer à ces

classes.

Intuitivement on peut voir un objet d'une classe comme un élément d'un

ensemble et les méthodes de la classe comme les opérations que les objets

savent e�ectuer. Nous verrons dans le chapitre 5 les limitations de cette

approche.

Les classes peuvent hériter d'autres classes et redé�nir certaines méthodes

ou bien en dé�nir de nouvelles. Une classe qui hérite d'une autre en est

une sous-classe. Certains langages permettent un héritage simple, c'est à

dire qu'une classe ne peut hériter que d'une seule classe. D'autres langages

autorisent l'héritage multiple et une classe peut hériter de plusieurs classes.

Dans le premier cas, la relation d'héritage dé�nit un arbre. Pour un objet

d'une classe donnée, on peut trouver l'implémentation d'une méthode en

remontant dans l'arbre d'héritage de la classe. Comme le chemin menant à

la racine est unique et entièrement spéci�é par la classe à laquelle l'objet

appartient on peut donc résoudre l'héritage.

Pour les langages à héritage multiple la relation d'héritage n'est plus un

arbre mais un graphe. On doit alors spéci�er un ordre parmi les parents d'une

classe pour pouvoir résoudre les noms de méthodes.

L'état d'un objet est en général caché à l'extérieur de cet objet. Les

variables d'instances sont alors privées. Seules les méthodes sont exportées et

visibles de l'extérieur de l'objet. L'interface d'un objet est donc constituée

de l'ensemble de ses méthodes. L'interface d'une sous-classe est un sous-type

de celles des classes dont elle hérite qui dé�nissent moins de méthodes. Il se

peut que les interfaces de deux classes soient en relation de sous-typage sans

que les classes héritent. Elles peuvent en e�et avoir des méthodes de même

nom.

4.3.5 La liaison tardive

Dans le paradigme des objets les classes peuvent toujours redé�nir des

méthodes qui sont héritées. Prenons l'exemple suivant qui utilise la syntaxe

de FoC avec les notations Ocaml pour l'arithmétique des entiers. Ici, une

espèce est assimilable à une classe d'un langage à objets, une collection est

assimilable à un objet que l'on produirait par new. L'appel de méthode se

note � ! �, la dé�nition d'une méthode se fait par let et self désigne l'objet

modélisé par la classe que l'on dé�nit. Ces notations sont celles de la section

5.2.

species pair_impair =

let rec
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pair(x) =

if (x=0)

then true

else self!impair(x-1)

and impair(x) =

if (x=0)

then false

else self!pair(x-1)

;

end ;;

collection pair_slow implements pair_impair = end ;;

species pair_only

inherits pair_impair =

let pair(x) = ((x mod 2) = 0) ;

end ;;

collection pair_fast implements pair_only = end ;;

Nous dé�nissons ici deux méthodes pair et impair. Elles sont implan-

tées dans la classe pair_impair. Nous dé�nissons aussi un objet nommé

pair_slow instanciant cette classe. La classe pair_only redé�nit la méthode

pair et l'objet pair_fast en est une instance.

Dans pair_impair on donne une dé�nition générale des fonctions pair et

impair qui est correcte mais très ine�cace. La classe pair_only donne une

meilleure dé�nition pour la méthode pair mais hérite de l'implantation de

impair donnée dans pair_impair. Lors de la création de l'objet pair_slow

on a deux fermetures Pslow et Islow auxquelles sont liés les noms de méthode

pair et impair. L'environnement de dé�nition de ces fermetures contient une

liaison du nom pair à la valeur Pslow et une liaison du nom impair à la valeur

Islow. Par contre lors de la création de l'objet pair_fast on a deux fermetures

Pfast et Ifast auxquelles sont liés les noms pair et impair. L'environnement

de dé�nition de Ifast contient la liaison du nom pair à la valeur Pfast. On

a donc un bon comportement de la méthode impair puisqu'elle se contente

d'appeler la méthode pair qui est e�cace.

Si la liaison était statique la redé�nition du nom pair ne serait pas vue

par impair et l'environnement de dé�nition de Ifast serait le même que celui

de Islow qui lie donc le nom pair à la valeur Pslow provoquant l'appel de la

méthode pair comme dé�nie dans la collection pair_slow.



Chapitre 5

Le modèle FoC

Notre première tâche, dans la construction du modèle FoC, était de dé-

terminer les traits de programmation nécessaires pour écrire des algorithmes

de calcul formel. Au cours des réunions du projet nous nous sommes rapi-

dement aperçus qu'il fallait utiliser un vocabulaire commun. Le mot � ob-

jet � était en particulier beaucoup trop surchargé ! En tant que programmeur

Axiom j'avais l'habitude d'utiliser les mots � catégories � et � domaines �

qui n'avaient pas le même sens pour les autres membres.

Le lexique que nous avons retenu est de considérer qu'un système de

calcul formel manipule des entités qui appartiennent à des collections dont

les opérations sont décrites par des espèces. Informellement les entités sont les

éléments, les collections sont les ensembles et les espèces sont les structures

algébriques qui les décrivent. Ainsi, en première approximation, pour Axiom

une entité se nomme un élément, une collection se nomme un domaine et une

espèce se nomme une catégorie.

5.1 Le codage

Notre problème est de savoir ce que doivent être les entités, les collections

et les espèces dans un langage de programmation. Doit on redé�nir complè-

tement un langage comme Axiom ou Aldor ? Il nous faut alors complète-

ment expliciter ses constructions syntaxiques, sa sémantique, son mécanisme

d'évaluation, son récupérateur de mémoire . . . L'objectif de FoC est di�érent

puisque l'on souhaite mettre plus l'accent sur la certi�cation et permettre à

un programmeur de justi�er formellement ses algorithmes.

En ce qui concerne l'aspect langage, l'approche de FoC est pragmatique.

On ne se pose pas la question des constructions d'un langage de programma-

tion. Ainsi les structures de données habituelles en informatique comme les
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listes ou les tableaux sont considérées comme externes à FoC. Elles n'ont en

e�et pas grand chose à voir avec le calcul formel. La conception d'un langage

permettant de manipuler e�cacement des données informatiques et d'o�rir

des fonctionnalités de haut niveau au programmeur sort de notre domaine de

compétence. Nous considérerons que les manipulations de listes, de tableaux

ou d'autres structures de données sont connues. Le langage de programma-

tion que nous utiliserons devra être capable de gérer cela e�cacement pour

nous.

Nous voulons nous concentrer sur l'aspect � calcul formel � en nous ap-

puyant sur la possibilité qu'a un chercheur de calcul formel de formuler ses

algorithmes de di�érentes façons. Nous voulions ainsi dégager des � règles �

de programmation. Je savais bien qu'il était toujours possible de coder une

librairie de calcul formel. Mon problème était donc plus un problème � de

style � pour dégager les traits de haut niveau nécessaires à l'implémenta-

tion de mathématiques. Nous voulions donc � représenter � les espèces et les

collections dans un langage de programmation.

5.1.1 Méthodologie

La première question qui se pose à l'automne 97 quand nous voulons � co-

der � ou � représenter � ces notions est celle du langage de programmation

que l'on va utiliser. Notre choix s'est naturellement porté vers un langage

o�rant des concepts de haut niveau dans lequel on retrouve les grands traits

de programmation de la section 4.3. Il nous fallait un langage avec une sé-

mantique bien comprise a�n de pouvoir en dégager un modèle. On ne voulait

pas se contenter de programmes qui � fonctionnent �.

Le choix d'Ocaml était donc raisonnable puisqu'il o�re les notions d'ob-

jet (voir 4.3.4), de modules (voir 4.3.3) . . . Nous avons donc été naturellement

amenés à ne pas considérer les notions de surcharge (voir 4.3.2) a�n de sim-

pli�er l'écriture de la librairie. On aurait probablement pu choisir le langage

Haskell mais il nous a semblé qu'en termes d'exécution Ocaml o�rait

de meilleures perspectives et nous connaissions mieux Ocaml. Une autre

possibilité aurait été de se restreindre à un sous ensemble � bien compris �

d'Axiom mais les travaux de [Ale98] ou [PT00] nous en ont découragé.

Notre but est de dégager ce que sont vraiment les espèces et les collec-

tions. L'idée que nous en avons est su�samment précise pour dire qu'elle

doivent ressembler aux ensembles et aux structures mathématiques. Elle est

par contre trop �oue pour en donner directement une description précise, en

termes de constructions syntaxiques. Nous avons donc choisi une approche

pragmatique qui consiste à viser des objectifs déjà atteints par certains sys-

tèmes de calcul formel.
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Pour décider d'une méthode d'implantation, nous avons choisi de mener

quelques expériences avec les polynômes et leurs représentations classique-

ment utilisées en calcul formel. Nous nous somme �xé l'objectif de dégager

une � dé�nition � des espèces et des collections qui soit aussi générique que

celles de catégorie et de domaine en Axiom. C'est en e�et Axiom qui o�re

le plus d'expressivité au programmeur d'algorithmes mathématiques. Il peut

y dé�nir un � cadre mathématique � pour y exprimer ses algorithmes. Par

exemple, je n'aurais pas pu décrire les algorithmes de la première partie dans

un système comme Magma (qui n'existait de toute façon pas encore) où il

est impossible de dé�nir des � catégories �.

Nous reviendrons dans le chapitre 6 sur les algorithmes e�ectivement

utilisés. Intéressons ici nous à la manière de développer une librairie c'est à

dire à la structurations des unités de la librairie. Nous voulons évidemment

rester aussi proche que possible des mathématiques que nous implantons.

Informellement nos objectifs sont donc :

� pouvoir construire, par exemple, un groupe à partir d'un monoide.

� Reconnaître qu'un groupe est un monoide particulier.

� Pouvoir énoncer un algorithme le plus tôt possible. L'algorithme d'Eu-

clide se code dans un anneau euclidien.

� Ces dé�nitions � par défaut � d'algorithmes doivent pouvoir être redé-

�nies en prenant en compte de nouvelles opérations.

Nous avons choisi de ne pas re�éter les propriétés dans la librairie Ocaml.

Le système de types d'Ocaml est insu�sant pour les décrire. Toutefois nous

voulions traduire une partie de la � dépendance mathématique � en Ocaml.

Nous ne voulions pas nous limiter à l'aspect calculatoire d'Ocaml mais nous

attendions qu'il nous facilite la description des mathématiques.

Nous avons donc choisi d'implanter plusieurs prototypes en utilisant dif-

férents � paradigmes �. J'ai mené ces développements en parallèle a�n de

mieux voir ce qui s'exprime mieux avec une approche plutôt qu'une autre.

Pour cette partie nous utiliserons la syntaxe d'Ocaml, nous renvoyons à

[LDG+00] pour plus de détails sur sa syntaxe et à [CM98] pour la program-

mation en Ocaml.

5.1.2 Approche par module

En reprenant le paradigme d'Axiom (voir 4.3.3), on voit qu'une caté-

gorie apparaît comme une liste de signatures comportant des types et des

opérations sur ces types. La notion semble assez proche de celles des mo-

dules d'Ocaml et dans cette approche nous implémenterons un ensemble

par un module Ocaml. Une structure algébrique (comme un anneau) est

alors un type de module. Par exemple un monoide exporte un type de don-
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nées abstrait rep qui sera instancié par une représentation pour un monoide

particulier comme les entiers. Une opération est spéci�ée par son type comme

dans � plus : rep -> rep -> rep �. Ainsi :

module type Monoide_additif =

sig

type rep

val zero : rep

val plus : rep -> rep -> rep

end

dé�nit un monoide additif que l'on peut réaliser par

module Entiers : Monoide_additif =

struct

type rep = int

let zero = 0

let plus x y = x+y

end

Dans cet exemple, le type e�ectif int pour la représentation est masqué

par la déclaration � Entiers : Monoide_additif � qui fournit un type abs-

trait. Du point de vue du typage le type Entiers.rep est distinct du type

int.

La di�culté pratique vient du fait qu'il est di�cile de développer rapide-

ment en utilisant ce paradigme. Par exemple pour dé�nir un groupe additif

à partir d'un monoide additif il nous faut simuler l'héritage.

module type Groupe_additif =

struct

module Papa : Monoide_additif

val oppose : Papa.rep -> Papa.rep

val moins : Papa.rep -> Papa.rep -> Papa.rep

end

la notation Papa.rep permet d'accéder au champ rep du module Papa. On

peut aussi inclure automatiquement les signatures correspondant aux mono-

ides additifs dans celles des groupes additifs

module type Groupe_additif =

struct

type rep
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val zero : rep

val plus : rep -> rep -> rep

val oppose : rep

val moins : rep -> rep -> rep

end

C'est le mécanisme de typage des modules d'Ocaml (voir 4.3.3) qui se char-

gera de véri�er que le type de module Monoide_additif est bien compatible

avec Groupe_additif.

Pour les besoins de l'exposé supposons que nous ayons une � macro �

include qui nous permette d'inclure toutes les signatures d'un module. Dans

ce formalisme un groupe additif se décrit alors

module type Groupe_additif =

struct

include Monoide_additif

val oppose : rep

end

On a ici écrit la dépendance entre un groupe et un monoide. La cohérence

repose toutefois sur ce que fait réellement la macro include. La question

est beaucoup plus di�cile qu'il y parait. Les travaux de Jérôme Vouillon

(voir [Vou98]) montrent que cette utilisation des modules est proche de la

programmation objet. La sémantique de FoC que Sylvain Boulmé a fait en

Coq dans sa thèse montre aussi que include ne peut pas être une macro et

qu'il faut gérer la cohérence au niveau du compilateur.

Les modules Ocaml peuvent être paramétrés par d'autres modules ce

qui nous permet de traduire des dépendances mathématiques. Ainsi dans un

groupe on sait que x� y = x+ (�y) et on voudrait pouvoir le traduire dans

le code en donnant une dé�nition � par défaut � à moins. Nous devons écrire

un module

module Groupe_par_defaut(G : Groupe_additif) =

struct

let moins x y = G.plus x (G.oppose y)

end

Cette dé�nition par défaut peut être incluse par tout module implantant

un groupe additif. Nous pouvons même déclarer ses signatures dans un autre

module :

module type Groupe_additif_defaut(G : Groupe_additif) =
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struct

include Groupe_additif

val moins : rep -> rep -> rep

end

Le paramétrage permet de décrire des structures plus compliquées comme

les K-espaces vectoriels. Supposons avoir dé�ni un type de module Corps

nous pouvons écrire

module type Espace_vectoriel(K: Corps) =

struct

include Groupe_additif

val multiplication_scalaire : K.rep -> rep -> rep

end

qui dé�nit la multiplication par un scalaire.

Avec cette approche nous avons du mal à considérer les structures quotient

comme par exemple les entiers modulo n. Il nous faut pour cela prendre un

singleton et accéder à sa valeur à travers un champ (get_it par exemple)

d'un module. Par exemple

module type Singleton =

struct

type t

val get_it : t

end

Nous sommes ainsi obligés d'� internaliser � la valeur dans un module.

Par exemple en supposant que � n � stocke l'entier n :

module Un_singleton : Singleton =

struct

type t = int

val get_it = n

end

Nous pouvons ensuite écrire les entiers modulo un entier n passant le

module en argument :

module Modulo(N : Singleton with type t = int) :

Groupe_additif =

struct

type t = int
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val the_mod = N.get_it

val plus x y =

let res = x+y in

res mod the_mod

...

end

la fonction Ocaml mod retourne le reste de la division euclidienne de deux

int.

Si nous voulons utiliser les dé�nitions par défaut des groupes additifs nous

pouvons créer un nouveau module qui les utilise :

module Modulo(N : Singleton with type t = int) :

Groupe_additif_avec_defaut =

struct

include Modulo(N)

include Groupe_par_defaut(Modulo(N))

end

Nous voyons donc que ce paradigme de modules a plusieurs inconvénients

� il est di�cile à mettre en ÷uvre sans avoir complètement explicité com-

ment inclure un module dans un autre.

� Les opérations par défaut s'expriment mal et leur mise en ÷uvre est

délicate.

� La paramétrisation par des valeurs est compliquée à utiliser. Un mathé-

maticien s'attend à avoir la valeur de n directement disponible lorsqu'il

parle de Z=nZ.

Nous avons donc rapidement abandonné cette approche.

5.1.3 Approche naïve

Les problèmes de la macro include nous conduisent à nous intéresser à

la programmation par objets. On peut en e�et penser que cette � macro �

s'apparente à de l'héritage (voir la section 4.3.4).

Lorsqu'on � débute � avec la programmation objet, une classe apparaît

comme un contenant pour les objets qu'elle permet de créer. On est donc

tenté de faire l'assimilation entre une classe et un ensemble ainsi qu'entre un

objet et un élément de la classe. Ce sont les valeurs prises par les variables

d'instance qui distinguent les di�érents éléments de l'ensemble. C'est de cette

manière que sont implantées beaucoup de notions mathématiques dans des

langages comme Java ou C++. Dans cette approche on peut assimiler une

classe virtuelle a une structure algébrique.
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L'héritage des classes permet en e�et de bien modéliser les dépendances

mathématiques surtout en Ocaml qui o�re de l'héritage multiple. Exami-

nons comment les méthodes sont typées sur l'exemple d'un monoide additif

M possédant une opération binaire notée additivement. Ainsi � + � est

associative, commutative et possède un élément neutre noté 0. Dans notre

paradigme nous avons donc deux méthodes plus et zero que l'on doit spé-

ci�er.

Comme les éléments des ensembles sont des objets, nous devons spéci�er

que zero a le type des objets de la classe soit � 'self � en Ocaml. Pour

l'addition, nous devons envoyer la méthode à un objet de la classe, il faut donc

qu'un élément deM � reçoive � la méthode. On peut interpréter cela comme

un ordre d'addition envoyé à un élément a deM avec un autre élément b de

M.

En termes de syntaxe concrète on peut imaginer que l'expression � a+b �

est transformée en � a#plus b �. La notation � # � désigne l'envoi de méthode

en Ocaml. La méthode plus doit donc prendre un objet de la classe en

argument et retourner le résultat de l'addition qui est encore un objet de la

classe. On obtient donc le type � 'self -> 'self � pour la méthode plus.

La classe virtuelle qui spéci�e les opérations d'un monoide est donc :

class virtual monoide_additif =

object{self:'self)

method virtual zero : 'self

method virtual plus : 'self -> 'self

end

Si maintenant on veut décrire les groupes additifs on pourra hériter de

cette classe ce qui construira bien la notion de groupe à partir de celle de

monoide. Ainsi :

class virtual groupe_additif

object{self:'self)

inherits monoide_additif

method virtual oppose : 'self

method moins y = self#plus (y#oppose)

end

Le type de la méthode oppose qui retourne l'inverse additif d'un élément

du groupe est naturellement � 'self �. Pour calculer la di�érence de deux

éléments il faut ajouter au premier l'opposé du deuxième. Il faut donc envoyer

la méthode plus au premier élément, en lui passant l'opposé du deuxième
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qui est le résultat de l'envoi de la méthode oppose. On obtient bien le type

� 'self-> 'self � comme type pour la méthode moins. Par rapport à

l'approche à base de modules, l'héritage nous a permis de bien exprimer

la dépendance de plus, oppose et moins. Il n'est pas nécessaire que les

méthodes soient dé�nies pour être utilisées.

On voit par contre que l'arité des méthodes n'est pas cohérente puisque

zero et oppose ont la même arité. L'écriture du code et des opérations

binaires est également assez loin de l'habitude mathématique. Par exemple,

montrer que l'addition est commutative revient à dire que pour deux objets

a et b de la classe, les résultats de a#plus(b) et celui de b#plus(a) sont les

mêmes. On voit di�cilement comment faire sans modéliser complètement

l'envoi de méthode dans les langages orientés objet ce qui nous éloigne du

calcul formel.

Comme pour le prototype à base de modules, imaginons que nous voulions

implanter les entiers à l'aide des entiers de base d'Ocaml. Nous pouvons

imaginer de placer la valeur de l'entier que l'on souhaite coder dans une

variable d'instance de nom rep et faire les opérations nécessaires.

On code ainsi 0 en créant un objet dont le champ rep vaut l'entierOcaml

0. Comme la méthode est envoyée à un objet déjà existant, celui ci n'a qu'à

se cloner en mettant 0 dans la variable d'instance rep.

class entier(n) =

object(self:'self)

inherits monoide_additif

val rep = n

method zero = {< rep = 0 >}

Le paramètre n ne sert que d'initialiseur. La syntaxe � {< rep = 0 >} �

duplique l'objet avec la valeur 0 pour la variable d'instance rep.

Pour l'addition il nous faut retourner un objet contenant le résultat dans

son champ rep. C'est la somme de la valeur du champ rep de l'objet a qui

on a envoyé la méthode et de la valeur du champ rep de l'objet passé en

argument. Dans les langages à base d'objets les variables d'instances sont

privées. Comme elles ne sont pas accessibles par d'autres objets il nous faut

exporter le champ rep dans une méthode get_rep par exemple. On a donc

method get_rep = rep

method plus other = {< rep = rep + other#get_rep >}

end
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On voit ici que l'on doit en permanence encapsuler les entiers que l'on veut

coder dans une variable d'instance et créer beaucoup de nouveaux objets. Le

modèles est donc assez lourd mais, d'après les essais que nous avons fait,

ceci n'est pénalisant que pour des petites données. Dès que celles ci sont plus

grosses, le surcoût est moins important.

Nous sommes par contre assez loin d'une formalisation proche des ma-

thématiques puisque nous avons dû sacri�er l'arité des fonctions. De plus

la représentation est devenue explicite et accessible depuis n'importe quelle

fonction qui connaît la classe. Nous avons toutefois pu aller jusqu'à la pro-

grammation des polynômes dans ce modèle.

Examinons la question de la paramétrisation et imaginons que nous ayons

une classe virtuelle corps qui décrive les corps. Nous voulons encore une fois

décrire les espaces vectoriels sur un corps K. Les classes Ocaml peuvent

recevoir des paramètres de type ainsi que des paramètres de valeur. Le corps

K doit être implanté dans une classe qui n'est pas une valeur normale en

Ocaml. On doit donc identi�er le corps K avec un type de classe Ocaml,

nous le désignerons par � 'k � dans le code.

Nous voulons pouvoir exprimer que le paramètre est un corps et écrire

une contrainte de type en Ocaml que le compilateur Ocaml puisse véri�er

et accepter.

Si V est un K-espace vectoriel, la multiplication par un scalaire est une

fonction de K �V dans V. Pour � dans K et v dans V, nous interprétons

�:v comme l'envoi de la méthode � . � à l'objet v qui retourne donc �v. On

est donc amené à écrire

class virtual [ 'k ] espace_vectoriel =

object(self : 'v)

constraint 'k = #corps

inherits groupe_additif

method virtual multiplication_scalaire : 'k -> 'v

end

Le type � #corps � désigne le type de tous les objets qui sont compatibles

avec la classe corps. La technique est un peu compliquée mais on arrive

à décrire cette dépendance. Du point de vue de l'exécution du code, cette

clause ne sert à rien. Elle permet néanmoins d'a�rmer l'usage mathématique

qui veut qu'on ne parle d'espaces vectoriels que sur un corps. Le code est

ainsi � plus proche � des mathématiques. Notre but n'était pas seulement

d'avoir un prototype qui fonctionne mais qui puisse aussi re�éter ce que le

mathématicien � dit �.
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La paramétrisation par des valeurs ne pose par contre pas de problèmes

comme dans l'approche à base de modules. On peut écrire directement les

entiers modulo n en paramétrant par l'objet � n � qui est bien une valeur

Ocaml :

class ['integer] entiers_modulo(n : 'integer)

object(self)

constraint 'integer = #entiers

inherits groupe_additif

val rep = 0

method zero = {< rep = 0 >}

method get_rep = rep

method plus(other) =

let res = rep + other#get_rep in

{< rep = res mod (n#get_rep) >}

method oppose = {< rep = (n#get_rep) - rep>}

end

Ici nous avons explicité le type � 'integer � que doit avoir l'argument

� n � a�n de n'autoriser que des arguments dérivant de la classe entiers. Le

type qui aurait été inféré par Ocaml ne comprendrait qu'une contrainte sur

la méthode get_rep que nous utilisons. Notons de plus que pour que le code

soit correct il faut que les entiers que l'on utilise pour représenter un entier

modulaire soient entre 0 et n. Dans la cas contraire la méthode oppose ne

retourne pas un résultat correct.

Ce modèle possède donc plusieurs inconvénients :

� pour obtenir un niveau d'abstraction satisfaisant nous devons encore

cacher la représentation e�ective.

� L'arité des fonctions n'est pas satisfaisante. Lorsque l'on dit à un ma-

thématicien que 0 et � - � ont le même type, il est naturellement choqué.

Il est en e�et di�cile de voir une constante et une fonction de la même

manière.

� L'e�cacité est problématique puisque tous les codes font en perma-

nence de l'encapsulation/désencapsulation dans la variable d'instance

rep.

� Pour la certi�cation il est di�cile de comprendre ce que doit faire une

preuve sans formaliser complètement l'envoi de méthode.
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5.1.4 Approche par représentation

Aucune des deux approches à base de modules ou à base de classes n'était

donc réellement satisfaisante. On a bien vu que les opérations sont intrinsè-

quement liées aux ensembles. On a la fonction � + � de Z, la fonction � + �

de R. Si on veut respecter à la fois la philosophie des langages à objets et les

mathématiques on doit trouver un meilleur modèle.

L'idée que nous avons eu avec Sylvain Boulmé et Thérèse Hardin est de

considérer que les ensembles doivent être des valeurs Ocaml. Ainsi appeler

la fonction � + � de Z revient à envoyer la méthode plus à l'objet � z �. On

obtient ainsi un double avantage, d'une part nous sommes plus proches des

mathématiques. D'autre part on obtient un certain degré de surcharge (voir

4.3.2) puisqu'on peut distinguer z#plus et r#plus pour désigner respective-

ment les additions de Z et de R sous le même nom plus.

La question qui se pose est alors de savoir quels types doivent avoir les

méthodes. En Axiom c'est � % � qui joue ce rôle, c'est bien un type et

il peut être utilisé pour décrire une signature. Un objet est une valeur et

ne peut donc pas intervenir dans un type en Ocaml. En e�et les types et

les valeurs sont dans des espaces séparés. L'idée que j'ai eue est d'expliciter

la représentation que l'on utilise pour les éléments des ensembles. C'est en

e�et la représentation qui est e�ectivement manipulée par le programme. La

représentation des données mathématiques est un des points fondamentaux

du calcul formel et il est normal de lui donner un statut particulier.

J'ai donc été conduit à concevoir un modèle plus abstrait où les objets

servent à donner une � vision mathématique � des valeurs qui sont manipu-

lées. On peut ainsi dire que si on veut implémenter les entiers en utilisant

les entiers d'Ocaml le type int sert de support pour l'ensemble Z. L'objet

� z � donne alors une vue mathématique du type support. Les méthodes

qu'on lui envoie manipulent directement des int. Ainsi la méthode plus de

l'objet � z � aura le type Ocaml

int -> int -> int

Nous sacri�ons encore une fois l'abstraction de la représentation, mais

nous avons gagné l'arité des fonctions. Nous sommes donc plus proches des

mathématiques que dans le prototype naïf.

Si on veut pouvoir décrire des mathématiques il faut bien sûr que la re-

présentation soit quelconque. Le programmeur doit en e�et pouvoir utiliser

n'importe quel support informatique pour implanter les éléments mathéma-

tiques qu'il manipule. De plus, on ne peut pas restreindre la liberté du pro-

grammeur qui doit pouvoir utiliser les structures de données qu'il souhaite

pour implémenter ses algorithmes. La solution que nous proposons est donc
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d'ajouter un paramètre (qui sera la représentation des données) aux classes

que nous écrivons. Ainsi pour décrire un monoide additif nous aurons :

class virtual ['rep] monoide_additif

object(the_mon)

method virtual plus : 'rep -> 'rep -> 'rep

method virtual zero : 'rep

end

On voit ici que l'ensemble que nous décrivons est the_mon. Il � porte � des

signatures qui manipulent la représentation � 'rep �. On garde les bonnes

propriétés d'héritage et on peut construire des groupes additifs à partir de

monoides additifs :

class virtual ['rep] groupe_additif

object(the_mon}

inherits ['rep] monoide_additif

method virtual oppose : 'rep -> 'rep

method moins x y = the_mon#plus x (the_mon#oppose y)

end

Le type � 'rep -> 'rep -> 'rep � de la méthode moins est automatique-

ment inféré par Ocaml. On a la bonne arité des fonctions et le code qui

dé�nit la soustraction est beaucoup plus proche de ce que l'on écrirait en

mathématiques :

x� y = x + (�y)
Si maintenant nous voulons implémenter les entiers à l'aide d'entiers

Ocaml, nous pouvons créer une classe

class entiers

inherits [int] groupe_additif

method zero = 0

method plus x y = x+y

method oppose x = -x

et produire l'objet � z � qui représentera Z :

let z = new entiers

Nous voyons que les classes concrètes ne servent que de � générateurs �

d'ensemble. L'état interne a disparu et les méthodes peuvent s'exécuter plus

vite puisqu'il n'y a plus d'encapsulation comme dans le prototype naïf.
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La di�culté est de programmer e�ectivement avec ce paradigme. Il faut

en e�et en permanence � déplier � la représentation pour donner les types des

méthodes. On peut par contre bien paramétrer les structures mathématiques.

Supposons que l'on ait une classe virtuelle paramétrée

['rep] corps

qui décrive les corps en représentation � 'rep �. Un corpsK est alors un objet

� k � qui manipule des données de type � 'rep_k �. Le typeOcaml de l'objet

� k � est bien sûr celui des objets qui donnent une vison mathématique de

corps aux données de � 'rep_k �. Soit

('rep_k) #corps

Un K-espace vectoriel V est un objet vect qui donne la vue mathéma-

tique d'espace vectoriel au type support � 'rep �. Nous le décrivons dans

une classe paramétrée par

� la représentation 'rep des éléments de V

� la représentation 'rep_k des éléments de K

� le type e�ectif � 'k � de l'objet � k � qui représente le corps K

On a alors :

class virtual ['rep_k, 'k, 'rep] espace_vectoriel(k : 'k) =

object(vect)

constraint 'k = ('rep_k) #corps

inherits ['rep] groupe_additif

method virtual multiplication_scalaire :

'rep_k -> 'rep -> 'rep

end

La multiplication par un scalaire doit prendre en paramètres la repré-

sentation d'un élément � de K, la représentation d'un élément v de V et

retourner la représentation de l'élément �v de V.

Outre le paramètre de représentation nous avons du ajouter deux para-

mètres de type pour pouvoir paramétrer notre espace vectoriel V par le corps

K. Plus généralement pour chaque � paramètre � que nous utilisons en ma-

thématiques nous devrons écrire 2 paramètres de types dans la classe. C'est

assez di�cile à mettre en ÷uvre à la main mais on perçoit qu'une certaine

automatisation est possible. En e�et si on doit passer une collection C codée

dans un objet � c � ayant une structure mathématique S codée dans une

classe � ['rep] s �, le type de l'objet est un nouveau paramètre � 'c � qui

doit être contraint à avoir le type ('rep)#s.
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Fig. 5.1 � Les di�érents paradigmes
Foc Axiom Algèbre Module Objet Naïf Objet Rep

entité élément élément quelconque objet quelconque

opération opération loi, constante composante méthode

collection domaine ensemble module classe objet

signature type de méthode

espèce catégorie structure type module type classe classe

On peut alors facilement implanter les entiers modulo n en paramétrant

par une valeur � n � qui est la représentation utilisée par la classe entiers

précédente.

class ['z] entiers_modulo (z:'z, n)

constraint 'z = #entiers

method zero = z#zero

method plus x y = let res = z#plus x y in

res mod n

method oppose x = z#moins n (z#oppose x)

Les types sont ici automatiquement véri�és et inférés par Ocaml. L'utilisa-

tion de la fonction mod d'Ocaml est licite puisque la classe entiers utilise

des int comme représentation.

L'utilisation que nous faisons des objets dans ce modèle est assez inhabi-

tuelle mais elle correspond bien à ce que l'on écrirait en mathématiques ou à

ce que l'on implanterait dans un langage comme Axiom. Le travail de thèse

de Sylvain Boulmé a montré que ce modèle était cohérent. Il a pu complète-

ment décrire en Coq cette utilisation des objets et dégager plus précisément

les notions d'espèce et de collection.

On voit, en examinant le code, que les données qui sont manipulées dans

ce prototype doivent être décrites par un type Ocaml. Mais, pour décrire

les polynômes récursifs en Axiom, on utilise une véritable abstraction. On

dit que les polynômes ont une variable � principale � et que les coe�cients

sont � récursivement vus � comme des polynômes en plusieurs variables. À

notre connaissance seul le système de type d'Axiom permettait de décrire

cela de manière satisfaisante.

Les concepteurs d'Axiom ont toujours pensé que la représentation devait

être masquée à l'extérieur d'un domaine et que l'utilisateur ne devait en avoir

qu'une vision abstraite. Le modèle que nous proposons doit lui complètement

expliciter la représentation en exposant les types concrets. La di�érence est

importante et il n'était pas évident que l'on puisse arriver à notre objectif

des polynômes en représentation récursive.
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En fait j'ai pu montrer que les données manipulées en calcul formel restent

� simples �. Même dans le cas des polynômes en représentation récursive ce

n'est pas la donnée qui est compliquée (c'est un simple type somme Ocaml).

C'est la vision � récursive� des coe�cients comme polynômes en plusieurs

variables qui est compliquée.

Supposons que l'on ait des polynômes en une variable en représentation

creuse par exemple. Le support de la représentation creuse s'écrit facilement

type ('rep_a,'rep_n)univ_poly_rep = ('rep_a*'rep_n) list

si � 'rep_a � et � 'rep_n � sont les supports pour un anneau A et les entiers

N . C'est une simple liste de couples de A� N .
Si on veut maintenant les polynômes récursifs à coe�cients sur un anneau

� de base � B utilisant un support � 'rep_b �, il nous su�t de substituer la

représentation des polynômes récursifs à � 'rep_a � dans le type précédent.

On pourra alors dé�nir le cas � inductif � où on interprétera la donnée comme

un polynôme en sa variable principale :

type ('rep_b, 'rep_n) recursive_rep =

| Base of 'rep_b

| Inductive of

(string *

((('rep_b, 'rep_n) recursive_rep)*'rep_n)univ_poly_rep)

(5.1)

Un élément est soit un élément de base de l'anneau B soit un élément

ayant une variable principale (une string dans le code) et dont la valeur est

la représentation creuse d'un polynôme en une variable à coe�cients sur les

polynômes récursifs. On a donc bien un type simple puisqu'écrit sans utiliser

d'objets ni de modules. C'est simplement un type somme récursif. Nous re-

viendrons plus en détail sur les polynômes dans le chapitre 6, mais montrons

ici que l'on peut exprimer les contraintes de types qui sont nécessaires dans

notre modèle.

Supposons que l'on ait la classe abstraite ring pour modéliser un anneau

A et la classe abstraite entiers_positifs pour modéliser N . Supposons

également que l'on ait la classe abstraite paramétrée

['rep_a, 'a, 'rep_n, 'n, 'rep]univ_poly(a :'a, n :'n)

pour modéliser des polynômes en une variable à coe�cients sur A. Ici l'an-

neau A est codé par l'objet � a � de type � 'a � qui doit être un anneau

manipulant des données de type � 'rep_a �. Les degrés sont dans N , codé
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par l'objet � n � de type � 'n �. On a donc dans la classe univ_poly les

contraintes

constraint 'a = ('rep_a)#ring

constraint 'n = ('rep_n)#entiers_positifs
(5.2)

Puisque ses objets sont des anneaux on a aussi

inherits ['rep]ring (5.3)

dans la classe univ_poly. Il nous faut une classe concrète qui e�ectue les

opérations en représentation creuse. Supposons que cette classe soit :

['rep_a, 'a, 'rep_n, 'n]univ_poly_creux(a :'a, n :'n)

qui doit bien sûr hériter les opérations de la classe abstraite qu'elle implante.

Sa dé�nition contient donc

inherits

['rep_a, 'a, 'rep_n, 'n, ('rep_a, 'rep_n)univ_poly_rep]

univ_poly

(a, n)

Maintenant, pour écrire les polynômes récursifs à coe�cients dans A :

['rep_b, 'b, 'rep_n, 'n]recursive_pols(b :'b, n :'n)

object(rec_pols : 'rec_pols)
(5.4)

il nous faut dire que � n � modélise N et que � b � est un anneau :

constraint 'b = ('rep_b)#ring

constraint 'n = ('rep_n)#entiers_positifs
(5.5)

nous devons ensuite dire que c'est un anneau qui utilise la représentation

récursive dé�nie en (5.1). Nous le traduisons par un héritage

inherits [('rep_b, 'rep_n)recursive_rep] ring (5.6)

Nous voulons pouvoir considérer le cas inductif du type recursive_rep

de la dé�nition (5.1) comme un polynôme en une variable muette, � étiqueté �

par un nom de variable. Il nous faut donc un objet qui soit une instance de

la représentation creuse à coe�cients sur la représentation récursive. Nous

pourrons alors appeler ses méthodes dans le corps de la classe. Il nous faut

créer l'objet et le rendre accessible dans une méthode up_rec :

method up_rec = new(univ_poly_creux(rec_pols, n)) (5.7)
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et le type de la méthode up_rec est automatiquement inféré par Ocaml !

Nous voulons toutefois contraindre cette méthode a�n de ne pouvoir sélec-

tionner que les méthodes abstraites des polynômes en une variable. Ce qui

nous conduit à forcer le type de up_rec à :

(('rep_a, 'rep_n)recursive_rep) as 'r_rep,

'rec_pols,

'rep_n,

'n,

('r_rep*'rep_n)list,

)#univ_poly

(5.8)

Les deux premières lignes véri�ent la contrainte d'anneau de (5.2), puisque

d'après (5.4), l'objet rec_pols que nous dé�nissons est bien de type

'rec_pols

C'est de plus un anneau qui utilise la représentation récursive à cause de

(5.6). Les deux lignes suivantes sont les contraintes exprimées dans (5.5) et

la dernière ligne est bien la substitution de (5.1).

5.1.5 Un bilan

En 1999, nous commençons donc à bien comprendre ce que sont les espèces

et les collections. Le modèle que nous avons dégagé est di�cile à justi�er à

la main et le travail de Sylvain Boulmé montrant qu'il est cohérent était

indispensable.

Grâce à la librairieOcaml nous savions que nous pouvions aller relative-

ment loin dans l'implantation de mathématiques et d'algorithmes de calcul

formel. Le code Ocaml obtenu permettait d'implanter les polynômes récur-

sifs en généralisant ce qui se faisait en Axiom (voir la section 6.3). Nous

avions pu implanter des représentations plus générales que celles d'Axiom.

Nous pouvions utiliser n'importe quelle librairie de grands nombres alors

qu'Axiom ne peut utiliser que les siens1. Pour les entiers modulaires nous

pouvions utiliser des big_int Ocaml, mais nous pouvions aussi utiliser des

int. Ils sont plus petits et donc plus e�caces lorsqu'on travaille, comme c'est

souvent le cas, modulo un petit entier.

En termes d'e�cacité, le code obtenu était raisonnable puisqu'il permet-

tait de calculer avec des tailles de polynômes qu'on ne pouvait pas atteindre

1
EnAldor on peut utiliser la librairie gmp, mais nous pouvions avoir plusieurs librairies

dans le même code.
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Fig. 5.2 � comparaison entre le prototype à base de représentation et

Axiom 2.2

Nous calculons ici le résultant des polynômes P = x30 + ax20 +2ax10 +3a et

Q = x25 + 4(a + 1)x15 + 5(a+ 1)x5.
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Les représentations sont analogues en Axiom et en FoC. C'est le même

algorithme de résultant qui est codé dans les deux cas.
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en Axiom. La �gure 5.2 montre qu'Axiom se comporte mal quand les entiers

sont gros. Pour des tailles d'entiers d'une cinquantaine de chi�res, Axiom se

comporte comme du � byte code � Ocaml qui est beaucoup moins rapide

que le code natif produit par Ocaml.

Pour la sûreté d'exécution nous avions obtenu un code dans lequel des

contraintes provenant des mathématiques étaient insérées. Nous devions ex-

pliciter l'ensemble de la donnée mais la cohérence globale était véri�ée par

le compilateur Ocaml. En Axiom, la donnée est immédiatement masquée

mais la construction pretend permet au programmeur de � forcer le type �

à ce qu'il veut (c'est le Obj.magic d'Ocaml). Elle est simplement utilisée

par le compilateur pour masquer le type concret.

Les travaux du groupe Atypical (voir [Tho]) de l'Université de Kent, sur

l'ajout de composantes logiques à Aldor, nécessitent d'éliminer la construc-

tion pretend du langage. Le projet FoC collabore avec Atypical à travers

le projet Alliance d'échanges franco anglais. Comme nous, ils ont été ame-

nés à expliciter la représentation et à garantir une cohérence globale pour

pouvoir supprimer cette construction.

C'est �nalement ce paradigme d'objets que nous avons retenu pour le

projet. Il est toutefois impossible de demander à un programmeur mathéma-

ticien de dériver les contraintes de (5.8). Il faut pour cela une connaissance

des langages à objets et de leur sémantique qu'il n'a pas.

En nous appuyant sur la réalisation de prototypes on avait pu dégager

quelques mots clefs, � espèce �, � collection �, � hérite � . . . Nous avions

l'embryon d'une syntaxe concrète et une � idée � de sa signi�cation. Le travail

de thèse Sylvain Boulmé (voir [Bou00]), encadré par Thérèse Hardin et moi

même, a donné un sens à tous ces mots clefs pour en avoir une spéci�cation

formelle. Il fallait encore la mettre en ÷uvre pour en dégager un véritable

langage, avec une analyse du code . . . C'est ce qui constitue le travail de

thèse de Virgile Prévosto (voir [Pre00, Pre01]) encadré par Thérèse Hardin

et Damien Doligez. La thèse de Stéphane Fechter (voir [Fechter01]), encadrée

par Thérèse Hardin et Catherine Dubois, vise elle à donner une sémantique

à FoC.

5.2 Notations

Nous noterons les fonctions comme en Ocaml, c'est à dire que si A, B et

C sont trois ensembles nous noterons les fonctions de A�B ! C de manière

curry�ée A! B ! C. En Axiom on noterait (A;B)! C.

Les types seront notés à la manière de Coq, ainsi les listes dont les

termes sont dans A seront notées list(A). La dénomination que nous pren-
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drons pour les noms de fonctions comportant plusieurs mots sera inspirée

d'Ocaml et nous séparerons les mots avec le caractère souligné comme dans

une_function. En Axiom on séparerait les mots en mettant une majuscule

aux mots après le premier comme dans uneFoncion.

Nous dé�nirons une opération par le mot clef let, nous en déclarerons

l'existence par le mot clef sig. Ces notations sont directement inspirées

d'Ocaml. En Axiom c'est � == � qui permet de dé�nir une opération.

Nous séparerons di�érentes dé�nitions par le mot clef and et la dé�nition

sera (globalement) récursive par ajout du mot clef rec après le let. En

Axiom les dé�nitions sont toujours récursives sans qu'il soit besoin de le

préciser. Par exemple dans les dé�nitions Axiom

fib(n) == n (5.9)

fib(n) ==

n=0 => 1

n=1 => 1

fib(n-1)+fib(n-2)

(5.10)

les occurrences de fib dans le corps de la fonction de (5.10) désignent l'opé-

ration que l'on est en train de dé�nir, alors qu'en FoC elles désigneraient

l'identi�cateur fib dé�ni avant (en (5.9) donc). Ce choix est compatible avec

ce qui est fait en Ocaml où on analyse complètement l'expression avant de

lui donner un nom.

Nous suivrons la convention traditionnelle des langages à objets en notant

self l'objet en cours de dé�nition. En Axiom c'est le mot clef � % � qui joue

ce rôle.

En ce qui concerne les identi�cateurs, nous prendrons la convention qui

consiste à pré�xer ces identi�cateurs par � ! � ou � # �. Plus précisément

nous utiliserons � ! � lorsque l'identi�cateur désigne une valeur gérée par

le mécanisme de FoC. Il s'agit alors d'une méthode d'un objet. En Axiom

cette convention n'existe pas puisque la surcharge (voir 4.3) est autorisée,

on peut toutefois désambiguïser une opération à l'aide de � $ �. Ainsi en

Axiom on pourrait noter � op$% � ce qui se noterait self !op avec nos

conventions. Nous pré�xerons par � # � lorsqu'il s'agit d'un identi�cateur

global, c'est à dire un identi�cateur dé�ni en dehors du mécanisme de FoC.

Un identi�cateur non pré�xé est un paramètre introduit par l'utilisateur.

Un mathématicien est amené à considérer des éléments de certains en-

sembles pour décrire certaines opérations. Il est aussi amené à faire une

théorie générale pour des ensembles ayant une structure semblable et doit

nommer un ensemble particulier ayant cette structure. On notera � x in a �
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pour désigner x 2 a, on notera � a is ring � pour dire que a est un an-

neau. Nous respectons ici l'usage FoC qui fait la di�érence entre les éléments

d'un ensemble et la structure mathématique que doit avoir cet ensemble. En

Axiom on noterait les deux de la même façon � x : a � et � a : ring �.

5.3 Types et valeurs

Les entités FoC sont les éléments mathématiques qui sont manipulés par

les programmes et modélisés par le programmeur. Elles ont un aspect abstrait

d'� éléments � d'un type abstrait de données mais elles ont aussi un aspect

concret qui est la représentation que le programmeur souhaite leur donner.

Cette représentation est le type de données qui est re�été dans le langage

d'exécution Ocaml.

FoC possède donc un système de types simples qui sont les types que l'on

peut dé�nir dans un langage de programmation fonctionnel d'usage général.

5.3.1 Types atomiques

FoC possède des types � atomiques � comme bool, int . . . À chaque type

atomique sont associées des opérations. Ce sont les types qui sont directement

importés du langage de programmation (Ocaml donc) sous-jacent à FoC.

5.3.2 Constructions

FoC permet de dé�nir des types construits. Si �1 et �2 sont des types

alors

� les fonctions de �1 dans �2 ont un type noté �1->�2. Les valeurs fonc-

tionnelles sont introduites par la construction fun en notation curry�ée.

Ainsi

fun x -> fun y -> E(x; y)
désigne une fonction a deux arguments.

� l'union disjointe d'éléments de �1 et de �2 a un type. On doit nommer

les di�érentes composantes d'une union. Par exemple

type mes_listes =

| Vide in mes_listes

| Nonvide in int -> mes_listes-> mes_listes

La notation vient ici de Coq et apparaît plus généralement comme une

suite d'assertions dont on doit nommer les branches. Les noms que l'on

donne à ces branches apparaissent comme les injections canoniques de
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chacun des ensembles dans l'union disjointe. Dans l'exemple précédent

tout se passe comme si Vide était une constante de mes_listes et

Nonvide une fonction à deux arguments. La notation est consistante

avec celles de la section 5.2.

La programmation avec des types somme se fait par �ltrage ce qui

correspond à une dé�nition par cas en mathématiques. Ainsi

let rec foo(l) = match l with

| #Vide! 0

| #Nonvide(h; t)! h+ foo(t)

permet d'évaluer � h+ foo(t) � dans un contexte où h, t et l sont des

identi�cateurs liés aux bonnes valeurs. Ce mécanisme permet d'intro-

duire de nouveaux noms sans faire explicitement appel à une fonction

qui déstructure la donnée. En Axiom il faudrait explicitement tester et

déstructurer la donnée à l'aide de case et d'une coercion (notée � :: �).

foo(l) ==

l case Vide!
0

l case Nonvide!
(h; t) == l :: Nonvide

h+ foo(t)

5.3.3 Paramètres

On peut paramétrer des types par d'autres types en utilisant des identi�-

cateurs de types notés comme enOcaml � 'a �, � 'b� . . . On peut alors écrire

n'importe quelle expression de type formée des constructions précédentes en

considérant que les identi�cateurs de types sont des types atomiques. Un

type paramétré est alors formé d'un nom, d'identi�cateurs de types et d'une

expression de type ne contenant pas d'identi�cateurs de types libres. Par

exemple les listes pourraient s'écrire de la manière suivante

type listes('a) =

| Vide in listes('a)

| NonVide in 'a -> listes('a) -> listes('a)

Notons que le système de types ainsi dé�ni permet l'inférence de types. Si

une expression est typable a un type unique et on peut déterminer à la fois

l'existence d'un type et le type qu'elle a. On utilise pour cela un algorithme

d'inférence de types analogue à celui de Caml-Light.
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5.3.4 Polymorphisme

Pendant l'inférence de types on est amené à introduire des variables de

types qui peuvent être généralisées. On a alors un système de types poly-

morphes. Ainsi pour typer l'expression

fun x -> x

on est amené à e�ectuer le typage du corps de la fonction dans un environne-

ment où x a un type désigné par une inconnue de type �x à déterminer. On

trouve donc l'expression de type �x ! �x comme type pour la fonction. L'in-

connue devient une variable de type qui se trouve libre. On peut généraliser

cette expression de type en 8� � ! � qui est un type polymorphe.

5.3.5 Comparaison avec Axiom

Le système de types de FoC di�ère donc de celui d'Axiom. Les types

de FoC modélisent les données au sens informatique alors que les types

d'Axiom visent à modéliser à la fois les mathématiques et les données dans

le même formalisme.

En particulier nous n'autorisons pas la dé�nition d'un type FoC avec des

paramètres de valeurs FoC. C'est le mécanisme de collections et d'espèces de

FoC qui va permettre de donner aux valeurs d'un type FoC une interpréta-

tion mathématique en termes d'ensembles et de structures algébriques.

Ceci permet de séparer complètement le typage des expressions FoC de

leur évaluation puisque l'espace des types et celui des valeurs sont ainsi com-

plètement distincts. L'algorithme de typage est ainsi indépendant de l'algo-

rithme d'évaluation et peut être fait statiquement. En Axiom par contre

l'algorithme de typage doit faire appel à celui d'évaluation ce qui pose des

problèmes de cohérence et de terminaisons décrits, par exemple, dans [PT00].

Une conséquence est qu'en FoC nous pouvons directement avoir des opé-

rations polymorphes. En Axiom le polymorphisme est plus compliqué à dé-

crire car l'utilisateur doit lui même expliciter les types. Prenons l'exemple

très simple de la fonctionnelle map que l'on peut dé�nir sur le types listes

précédent en dehors du mécanisme FoC

let rec map(f,l) = match l with

| #Vide() -> #Vide()

| #NonVide(fst,rst) -> #NonVide(f(fst),#map(f,rst))

La dé�nition ressemble ici beaucoup à ce que l'on écrirait en Ocaml et le

type inféré est bien 8�; � (� ! �) ! listes(�) ! listes(�) et l'on peut

instancier � et � avec n'importe quels types.
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En Axiom par contre c'est à l'utilisateur d'écrire ce code dans un � pa-

ckage � et d'expliciter les paramètres nécessaires :

ListMappingPackage(A:BasicType, B:BasicType): PUB == PRIV where

PUB ==

map : (List(A), (A->B)) -> List(B)

PRIV ==

map(f,l) ==

if empty?(l)

then l

else cons(f(first(l)), map(f, rest(l))

Ensuite, lorsque l'utilisateur veut se servir de sa fonctionnelle map, il doit

dans son code source, expliciter quelle instance il veut en utiliser. Par exemple

en Aldor si D1 et D2 sont des domaines et que l'on veut utiliser map avec

f : D1 ! D2 et g : D2 ! D1 on doit écrire

import from ListMappingPackage(D1,D2)

import from ListMappingPackage(D2,D1)

Ceci donne un travail important de typage, conception et paramétrisation

au programmeur mathématicien qui n'y est pas formé. Sur des exemples plus

compliqués, un programmeur non averti peut facilement se tromper dans

l'instanciation des paramètres. Le concepteur de la fonctionnelle map doit lui

aussi paramétrer son package de la manière la plus générale possible. Ceci

n'est pas toujours facile et, par exemple, dans certaines versions d'Axiom

l'a�chage de listes sur un domaine D n'est dé�ni que dans le cas où D est

un ensemble (SetCategory au sens Axiom). Cette opération est pourtant

parfaitement dé�nie sur n'importe quel domaine ayant une opération d'im-

pression (provenant donc de CoercibleTo(OutputForm) au sens Axiom).

5.4 Espèces et Collections

Une fois les types et les valeurs dé�nis nous devons en donner une vision

plus proche de la pratique des mathématiques et du calcul formel. Nous avons

maintenant des entités et un type support qui est leur représentation. Il nous

faut abstraire ce type dans des ensembles possédant une structure algébrique

comme on fait habituellement en mathématiques.

Les collections FoC visent à modéliser la notion d'ensemble en mathéma-

tiques. Elles regroupent une famille d'entités cohérentes, c'est à dire ayant

même représentation, pour en donner une vision plus proche des mathéma-

tiques. Leur rôle est d'encapsuler les opérations disponibles sur les entités
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qu'elle � contiennent � et de masquer leur représentation e�ective en un

type abstrait.

Les espèces FoC visent à modéliser la notion de structure algébrique en

mathématiques. Une espèce est formée d'un ensemble de champs qui sont

ses composantes. Elles spéci�ent ou implantent les opérations qui sont dispo-

nibles sur les entités d'une collection.

5.4.1 Les composantes

Une composante est nécessairement nommée par le programmeur et on

peut l'assimiler au nom qu'il lui a donné. La première composante d'une

espèce est sa représentation, donnée par le mot clef rep. Cette représentation

s'exprime dans le langage de types de FoC et peut être implicite ou explicite.

Une opération peut être simplement déclarée par le mot clef sig. On doit

donner son type dans le langage de type de FoC en considérant que le mot

clef self désigne un type. Par exemple dans

species monoide_additif

sig plus in self -> self -> self

sig zero in self

end

on spéci�e d'abord une opération binaire puis un élément nommé zero. Lors

de l'instanciation de l'espèce c'est le type support qui est e�ectivement utilisé.

Une espèce peut étendre les composantes d'une autre espèce et en dé�nir

de nouvelles. Une composante peut être implantée par le mot clef let c'est

à dire qu'une implémentation en est donnée. Ainsi dans

species groupe_additif

inherits monoide_additif =

sig oppose in self -> self;

let moins(x,y) = self!plus(x,self!oppose(y));

end

on implante une opération binaire de soustraction dont le type FoC est

self -> self -> self

ce qui est inféré par le compilateur FoC. En e�et dans un environnement où

self est un type et où les types de plus et de oppose sont connus, celui de

moins s'en déduit.

Certaines opérations se dé�nissent de manière récursive et on doit préciser

si une déclaration est récursive par le mot clef let rec. Ceci permet de

donner un type au corps d'une dé�nition.
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Les propriétés des opérations d'une espèce peuvent également être spéci-

�ées par le mot clef property ou démontrées par le mot clef theorem. Nous

n'en parlerons pas ici.

Une espèce peut implanter un nombre arbitraire de composantes. Par

exemple, si on veut obtenir les entiers, on peut spéci�er un type support et

implémenter les opérations oppose, plus et zero dans une espèce.

species mes_entiers

inherits groupe_additif =

rep = int ;

let oppose(x) = -x ;

let plus(x,y) = x+y ;

let zero = 0;

end

Une telle espèce est dite concrète car elle implante toutes ses composantes.

On peut toutefois redé�nir certaines de ces opérations. Elle n'est donc pas

�gée.

Dans l'exemple précédent c'est le type int (donné par rep) qui est sub-

stitué à self et la signature self -> self -> self devient int -> int ->

int. Ces types concrets sont masqués à l'extérieur de l'espèce en faisant l'as-

similation entre self et le type e�ectivement donné dans la représentation.

Donc dans l'espèce mes_entiers les types mis à la disposition du pro-

grammeur sont :

species mes_entiers =

sig plus in self -> self -> self

sig zero in self

sig oppose in self -> self

sig moins in self -> self -> self

end

Bien sûr le compilateur véri�e le typage mais il ne fait pas automatique-

ment le lien entre le type donné par rep et self. Comme en Axiom où les

opérations sont déclarées, le programmeur doit préciser s'il s'agit du type

concret rep ou bien de sa vision abstraite self.

Ainsi pour étendre l'espèce mes_entiers avec une méthode multiplie

si l'on écrit :

species entiers_bis

inherits mes_entiers =

let multiplie(x,y) = x*y

end
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le type de multiplie n'est pas explicité et l'espèce sera vue avec un type

int -> int -> int

pour multiplie. Par contre, on aura

self-> self -> self

si on écrit :

species entiers_bis

inherits mes_entiers =

let multiplie(x in self, y in self) in self = x*y

end

il y a inférence de types et véri�cation que le type inféré est bien celui donné

par rep. On fait alors la correspondance entre la donnée concrète de rep et

sa vue abstraite dans self.

On peut donc voir le mécanisme des espèces comme un moyen d'aller

du général au particulier ou encore d'une théorie purement abstraite à un

modèle entièrement explicite de cette théorie.

5.4.2 Le gel

Lorsque toutes les composantes d'une espèce sont implantées on peut

vouloir l'utiliser dans des programmes. Il faut alors la � geler � pour en faire

une collection qui apparaît donc comme la réalisation d'une espèce :

collection z implements mes_entiers =

end

Cette réalisation joue le même rôle que la création de nouveaux objets

d'une classe. Une collection a toutefois le droit de redé�nir n'importe quelle

opération de l'espèce qu'elle implante. Par exemple, dans :

collection z_bis implements mes_entiers =

let moins(x,y) = x-y ;

end

tout se passe comme si on créait une espèce avec les redé�nitions avant de

créer e�ectivement une collection. Une collection est donc de nature statique

(voir la section 4.3.1) et ne peut plus être modi�ée.
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5.4.3 Paramétrage

On est parfois amené à considérer d'autres ensembles que celui que l'on

est en train de décrire. Il nous faut pouvoir écrire des signatures qui les font

intervenir. On peut donc avoir des paramètres dans la dé�nition d'une espèce.

Dans

species espace_vectoriel(k is corps)

inherits groupe_additif =

sig multiplication_scalaire in k -> self -> self;

let oppose(x) = multiplication_scalaire(k!oppose(k!un), x);

end

on spéci�e une opération binaire dont le premier argument est dans le corps

qui est passé en paramètre de l'espèce. On exprime les signatures en étendant

le langage de types de FoC. On autorise les paramètres de l'espèce qui sont

des collections à être vus comme des paramètres de type (en plus de self

bien sûr). Lors de l'instanciation de l'espèce le type qui sera réellement utilisé

par l'opération sera �k ! �self ! �self où �k désigne le type FoC qui est la

représentation e�ective de la collection � k � passée en paramètre à l'espèce

espace_vectoriel. Le type �self est le type spéci�é par rep lorsqu'il est

complètement instancié.

Nous avons dé�ni l'opération oppose qui était simplement déclarée dans

l'espèce groupe_additif. Le type inféré par FoC pour cette composante est

self -> self

qui est bien le même type que celui déclaré dans groupe_additif et la dé�-

nition est cohérente.

Une espèce peut également être paramétrée par des entités et on doit pré-

ciser à quelle collection elles appartiennent. Ainsi en reprenant la collection

� z � on peut écrire l'espèce des entiers modulo n :

species entiers_modulo(n in z)

inherits ring =

...

end

En mathématiques ou en calcul formel nous sommes souvent amenés à

décrire des dépendances plus compliquées. Dans l'exemple précédent la col-

lection � z � est entièrement statique et on veut parfois passer en paramètres

à la fois une entité et la collection qui le contient.
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Par exemple si R est un anneau euclidien et si r est un élément de R on

veut parfois travailler dans l'anneau quotient R=<r> où <r> est l'ensemble

des multiples de r. Un élément de R=<r> est une classe d'équivalence de la

relation dé�nie par : deux éléments x et y sont équivalents si et seulement si r

divise leur di�érence. Les éléments de R=<r> peuvent alors être représentés

par des éléments de R qui sont réduits modulo r. Ainsi en FoC on peut

écrire

species modular_ring(a_ring is ring, an_elt in a_ring)

inherits ring =

...

On a ici une dépendance plus compliquée dans la mesure où le � type �

de an_elt est a_ring qui est la � valeur � du premier argument. Le type de

an_elt est en fait celui de la représentation des entités de a_ring. Celui de

a_ring est celui des objets de la classe a_ring_class implantant a_ring. Au

cours de la compilation de FoC vers Ocaml on ajoute donc des contraintes

de types comme dans la section 5.1.4.

5.4.4 L'héritage

Nous avons vu dans la section 4.3 que les langages à base d'objets o�raient

des mécanismes d'héritage di�érents. Des langages comme java o�rent une

notion d'héritage simple qui est insu�sante pour décrire les mathématiques

en conservant une structure proche de l'intuition. Dans le chapitre 5 nous

avons naturellement implanté une K-algèbre avec de l'héritage multiple. Les

espèces FoC peuvent donc hériter de plusieurs autres espèces. Par exemple,

pour dé�nir une algèbre en FoC nous écrivons simplement :

species algebre(k is field)

inherits anneau,

espace_vectoriel(k) =

sig lift in k -> self;

let multiplication_scalaire(a,x) = !multiplie(!lift(a),x);

end

Ici, lift, est le nom que l'on donne au morphisme d'anneau de K dans la

K-algèbre A.

On est bien ici en présence d'héritage multiple. Les espèces anneau et

espace_vectoriel partagent au moins les opérations de groupe additif dont

certaines sont implantées dans l'espèce espace_vectoriel.
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Lorsqu'une composante est héritée plusieurs fois, on doit s'assurer que

toutes ses instances sont compatibles entre elles. En FoC, elles doivent avoir

le même type. C'est alors la dernière dé�nition dans l'ordre d'héritage qui

est choisie. Ces règles sont les mêmes que celles d'Ocaml et l'héritage des

espèces peut se voir comme l'héritage des classes en Ocaml.

Il est à noter que la représentation des entités est une composante de l'es-

pèce, elle est héritée comme les autres composantes. Ainsi l'espèce entiers

plus haut est encore dérivable, les contraintes de compatibilité de types font

toutefois qu'une redé�nition de rep en un autre type que int provoque une

erreur.

5.4.5 Surcharge

Comme le modèle sous-jacent est celui à base de représentation, les mé-

thodes sont envoyées aux objets et donc aux collections. Ainsi une méthode

dé�nie dans une espèce E peut être utilisée sous le même nom par plu-

sieurs collections dérivant de E . Par exemple l'addition spéci�ée dans l'es-

pèce monoide_additif pourra être envoyée à la collection � z � ou alors à

la collection z_2_z

let deux = z!plus(z!un,z!un) ;;

collection z_2_z implements entiers_modulo(#deux);;

On aura ainsi deux opérations z !plus et z_2_z !plus. Nous obtenons

ainsi un certain niveau de surcharge. Par contre, dans l'espèce algebre nous

n'autorisons pas la surcharge pour la multiplication. On doit avoir deux noms

de méthodes distincts :

sig mult : self -> self -> self

sig multiplication_scalaire : k -> self -> self

Axiom, en revanche, caractérise une opération par son nom et son type.

Le nom peut être surchargé puisque c'est le couple qui caractérise l'opération.

Les deux opérations ci dessus peuvent donc s'appeler mult.

5.4.6 Comparaison avec Axiom

En première approximation, une espèce FoC ressemble à une catégorie

Axiom et une collection FoC ressemble à un domaine Axiom. Notons tou-

tefois un certain nombre de di�érences.

L'héritage des catégories en Axiom (la construction Join) ressemble à

celui de FoC, mais nous n'avons pas réussi à savoir dans quelle mesure ils sont
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compatibles. La question est rendue d'autant plus di�cile qu'Axiom autorise

un mécanisme d'héritage au niveau des domaines grâce à la construction add

qui permet d'ajouter ou de redé�nir n'importe quelle opération d'un domaine.

On a donc en Axiom un double mécanisme où un domaine réalise une (ou

plusieurs) catégorie et où il ajoute des opérations à un autre domaine.

La liaison tardive de FoC (voir la section 4.3.5) semble ne pas exister en

Axiom. Les dé�nitions � par défaut � dans les catégories sont bien prises

en compte si aucune autre dé�nition n'existe. On a bien un comportement

� retardé �. Mais, dans un domaine, la liaison ne semble pas être � retardée �.

La portée d'un identi�cateur ne s'étend jamais aux domaines qui ajoutent des

opérations au domaine en cours. Ainsi l'exemple pair et impair de la section

4.3.5 se comporte statiquement. Il semble donc qu'on a bien une notion de

redé�nition mais pas de liaison tardive.

Dans une approche à base d'objets, il nous à semblé plus cohérent et

plus agréable pour le programmeur, d'avoir un comportement uniforme. La

liaison tardive permet souvent d'écrire moins de code que la liaison statique.

Par expérience, en Axiom, j'ai souvent dû réécrire tout le corps d'un domaine

pour changer le comportement de quelques fonctions qui sont cruciales pour

l'e�cacité de certains algorithmes.

Aldor autorise l'� extension � d'un domaine grâce à la construction

extend. Je n'ai jamais bien compris cette construction, elle est censée per-

mettre d'ajouter des opérations à un domaine sans le renommer. Par exemple

on peut avoir une vision très simple des entiers (Integer), avec simplement

les fonctions successeur et prédécesseur. De tels Integer peuvent être uti-

lisés dans des signatures. Lors des développements, on souhaite enrichir ces

Integer et en faire, par exemple, un anneau euclidien. Les signatures exis-

tantes faisant intervenir Integer ne doivent par contre pas changer.

Appelons I1 les Integer avant extension et I2 ceux après extension. Il se

peut parfaitement que I2 redé�nisse des fonctions de I1 à l'aide de nouvelles

opérations. Prenons une opération de nom � op �, O1 sa dé�nition dans I1
et O2 sa redé�nition dans I2. Si O2 appelle une opération de nom aux qui

n'existe pas dans I1, on ne peut l'appeler que dans un contexte où le nom

aux est dé�ni. C'est donc la dé�nition O1 de op qui doit être vue puisque aux

ne peut pas être appelée dans un contexte où elle n'existe pas. Les nouveaux

Integer I2 ne peuvent donc pas masquer les anciens Integer I1.

En FoC la portée des collections est statique et on doit dé�nir une nou-

velle collection. On peut bien sûr lui donner le même nom mais on a deux

collections C1 et C2 portant le nom � c �. Nous sommes sûrs que le code qui

utilisait sous le nom � c � les algorithmes de C1 n'utilise pas une redé�nition

de C2.

La construction extend facilite l'ecriture de la librairie mais, son manque
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de clarté fait que nous n'avons pas voulu introduire ces problèmes dans nos

prototypes de librairies. On a donc choisi de ne pas utiliser des collections

explicitement créées dans les signatures de la librairie.

Ce choix me semble cohérent avec la portée des noms dans un langage

de programmation. Lorsqu'un programmeur renomme une valeur c'est qu'il

n'en a plus besoin, puisqu'il s'est enlevé la possibilité de l'utiliser. C'est le

� run-time � qui décide de son utilité dans d'autres contextes pour pouvoir,

éventuellement, récupérer la mémoire qu'elle occupe.



Chapitre 6

Implémentation des polynômes en

FoC

La dé�nition des polynômes donnée dans la section 1.1 n'est pas construc-

tive. Elle ne donne pas de manière de � représenter � un polynôme ni de

moyen d'� e�ectuer � les opérations sur ce codage.

Du point de vue du calcul e�ectif sur les polynômes de A[X], le calcul

formel distingue deux grands types de représentations, celles dites creuses à

base de listes et celles dites denses à base de vecteurs.

En algorithmique, le modèle des listes suppose l'accès en temps constant

au premier élément de la liste ainsi qu'à la liste de ses successeurs, c'est le cas

quand on dé�nit un type somme en FoC comme dans la section 5.3. Celui

des vecteurs suppose l'accès en temps constant à n'importe quel élément du

vecteur. Ce modèle ne correspond à la réalité du calcul formel que dans les

cas, très particuliers, où les coe�cients des vecteurs sont de taille �xe et

connue à l'avance, mais c'est rarement le cas en calcul formel. Même si on

peut borner la taille des coe�cients, il est souvent utile de ne pas allouer

la taille maximum. Ces représentations sont par contre bien adaptées aux

calculs modulaires où la taille des coe�cients ne grossit pas pendant les

calculs. Comme nous aurons, en général, des tailles de coe�cients variables,

nous privilégions les représentations creuses.

On code souvent un monôme par un couple formé de son coe�cient et

de son monôme primitif comme dans la section 1.1. Dans les représentations

creuses, on ne code que les monômes dont le coe�cient est non nul. Même

dans ce cas, nous avons besoin d'un ordre bien fondé sur les monômes primi-

tifs des monômes du polynôme, a�n de garantir la terminaison de beaucoup

d'algorithmes.

Pur pouvoir multiplier facilement un polynôme par un monôme primitif

sans réordonner les monômes du résultat, on choisit un ordre compatible avec
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la multiplication des monômes. C'est à dire que le monoide multiplicatif des

monômes primitifs est ordonné avec un ordre compatible avec la multiplica-

tion. Pour les polynômes en une variable, l'ordre sur les monômes primitifs

fX igi2N est donné par l'ordre sur les entiers et la multiplication des monômes

primitifs correspond à l'addition des entiers.

Pour des raisons évidentes d'accès au degré et au coe�cient dominant

d'un polynôme en temps constant, on décide souvent de représenter les poly-

nômes en une variable par une liste de monômes triée dans l'ordre décroissant

des monômes primitifs qui y apparaissent.

En reprenant les dé�nitions de Lang (voir [Lan69]), on forme les poly-

nômes en plusieurs variables en se donnant un ensemble S de � variables � et

en formant le monoide multiplicatifM(S) des fonctions de S dans N qui sont

nulles presque partout1. On dé�nit la multiplication de deux éléments m1 et

m2 dans M(S) par (m1m2)(s) = m1(s) + m2(s), ce qui forme le monoide

commutatif libre noté multiplicativement. On peut ensuite former l'algèbre

libre comme dans la section 1.1, pour obtenir A[S] les polynômes dont les

variables sont dans S.
La librairie FoC implante la notion de monoide multiplicatif, muni d'un

ordre, bien fondé, compatible avec la multiplication. Ces opérations sont spé-

ci�ées dans l'espèce ordre_monomial. Elles sont illustrée dans la �gure 6.3

page 108. On décrit ainsi toutes les opérations sur les monômes primitifs.

Nous avons choisi de ne pas représenter directement le monoide multiplica-

tif mais l'ensemble des degrés et donc d'avoir une notation additive. Ainsi

X iXj = X i+j même si i = i1 : : : in et j = j1; : : : jn puisqu'on peut interpréter

X comme l'ensemble X1 : : :Xn.

Les polynômes en une variable en sont une simple spécialisation. On ainsi

un meilleur niveau de réutilisation du code que dans les librairies Axiom ou

Aldor que nous connaissons.

6.1 Représentations distribuées

D'un point de vue calculatoire, le calcul formel distingue deux grands

types de représentations pour les polynômes en plusieurs variables, celles

dites distribuées et celles dites récursives. En général, on considère que les

représentations distribuées sont � adaptées� aux méthodes globales de réso-

lution d'équations qui gèrent, en bloc, toutes les variable d'un système. Sou-

vent, les représentations récursives sont mieux � adaptées � aux méthodes

qui privilégient une variable � principale � dans la résolution.

1
c'est à dire nulle sauf en nombre �ni de points, comme dans la section 1.1
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Dans les représentations distribuées, on représente les polynômes de la

même façon que les polynômes en une variable mais en prenant un monoide

plus général. On se contente souvent d'un nombre �ni de variables, et on

prend le monoide commutatif libre engendré par ces variables. On a encore

une fois le problème d'obtenir un ordre bien fondé sur les monômes primitifs

qui interviennent dans un polynôme. Nous avons pour FoC repris ce schéma

en faisant une seule implémentation des polynômes distribués, paramétrée

par un ensemble de monômes primitifs munis d'un ordre monomial comme

décrit précédemment.

Les polynômes en plusieurs variables sont couramment utilisés en calcul

formel pour la résolution d'équations et notamment dans les bases de Gröbner

où les ordres sont extrêmement importants. On se donne donc un ensemble

�ni fX1; : : :Xng de variables et on identi�e le monôme X i1

1 ; : : :X
in
n

avec le

n-uplet (i1; : : : in). Traditionnellement, les ordres les plus utilisés en calcul

formel sont :

� l'ordre lexicographique direct,

� l'ordre lexicographique inverse.

Ces ordres sont toutefois mal adaptés à certains calculs. On leur préfère, en

général, des ordres basés sur le degré total (la somme des degrés en chaque

variable) d'un monôme primitif :

� l'ordre du degré ra�né par l'ordre lexicographique direct

� l'ordre du degré ra�né par l'ordre lexicographique inverse.

Ils sont tous implantés en FoC en utilisant la possibilité de paramétrer

par des entités quelconques en FoC et donc par des fonctions.

Nous pouvons toutefois remarquer, d'un point de vue de spéci�eur, que les

premiers sont plus � généraux �. Limitons nous au cas de deux variables, pour

� dé�nir � l'ordre lexicographique, il su�t d'avoir un ordre bien fondé sur

chacune des variables. On peut donc imaginer des représentations di�érentes,

voire des � paquets � di�érents de variables. Par contre, lorsque nous faisons

la somme des degrés en chaque variable, nous sommes forcés de considérer

que les degrés sont dans le même ensemble.

6.2 Représentations récursives

Les représentations récursives privilégient une variableX par rapport aux

autres et elles représentent les polynômes comme une somme de monômes

en X dont les coe�cients sont eux-mêmes des polynômes en représentation

récursive.

On simule parfois cette représentation récursive. Pour un nombre n �xé

à l'avance de variables X1; : : :Xn on peut en e�et obtenir une représentation
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de A[X1; : : :Xn] sur un anneau A en travaillant d'abord dans A[X1] qui est

un anneau sur lequel on peut construire des polynômes en X2, on obtient

donc (A[X1])[X2] et ainsi de suite. On construit alors (: : : (A[X1]) : : : )[Xn].

C'est la seule façon d'obtenir des représentations récursives en Magma.

En pratique, ces représentations ont l'inconvénient de ne pas être réel-

lement creuses. Lorsque des calculs nécessitent beaucoup de variables, dont

peu sont utilisées en même temps, cette technique peut s'avérer coûteuse.

S'il y a n variables il y a toujours n niveaux de listes imbriqués. Par exemple

pour n = 3 on représente 1 par

[(0; [(0; [(0; 1)])])]

où les crochets désignent les listes et les parenthèses les couples. Dans des

programmes comme la clôture réelle de la première partie, n vaut souvent

1000, mais le niveau d'imbrication est limité à 4 ou 5.

Axiom est un des rares systèmes permettant une véritable représentation

récursive parce qu'on peut expliciter le type support lorsque l'on construit

les polynômes récursifs. Les éléments sont dans un type récursif dont le cas

de base est formé des éléments de l'anneau A et donc le cas inductif est

formé d'un couple, dont le premier élément est le nom de la variable que l'on

va utiliser et dont le deuxième élément est un polynôme en une variable à

coe�cient sur l'anneau des polynômes récursifs lui même.

Ainsi dans une syntaxe � à la FoC � :

species mult_polys(a_ring is ring)

rep =

| Base in a_ring -> rep

| Inductive in string -> univ_poly(self) -> rep

(6.1)

on donne en premier un nom de variable puis une dé�nition de la valeur en

tant que polynôme en une variable à coe�cients sur les polynômes récursifs.

Cette dé�nition est bien sûr impossible en FoC, puisque la représentation

doit être un type FoC et self n'est pas un type. Elle est par contre possible

en Axiom où la représentation est un autre domaine. On utilise le construc-

teur de domaine Union qui joue le rôle de constructeur de type somme. Les

occurrences de rep à droite du signe � = � sont nommées � % � ainsi que

self. On ne les explicite pas en Axiom, donc la dé�nition

Rep == Union(base : ARing,

inductive : Tuple(String,UnivariatePolynomial(%)))

est � cohérente �.



6.2. REPRÉSENTATIONS RÉCURSIVES 103

On voit, dans la dé�nition 6.1 des polynômes récursifs, que pour dé�nir le

support de l'espèce on utilise le nom self de manière abstraite. C'est la vision

de rep comme ensemble mathématique o�rant les opérations de polynômes.

En FoC nous distinguons explicitement ces deux aspects. La dé�nition des

polynômes récursifs doit se faire en considérant la représentation des poly-

nômes en une variable pour pouvoir construire les polynômes récursifs. Nous

sommes ainsi amenés à considérer un constructeur de type univ_poly_rep

a�n de � déplier � l'occurrence de self qui désigne un type abstrait :

type univ_poly_rep('a) = alias list(int*'a)

ici, le type univ_poly_rep('a) est un synonyme pour list(int*'a), ce qui

permet de renommer un type existant. Nous pouvons maintenant écrire :

type mult_poly_rep('a) =

| Base in 'a -> mult_poly_rep('a)

| Inductive in string ->

univ_poly_rep(mult_poly_rep('a)) ->

mult_poly_rep('a)

Remarquons que nous avons pu donner la représentation des polynômes

récursifs dans le système de types simples de FoC. Comme pour le proto-

type à base d'objets, il n'est pas nécessaire de disposer d'un système plus

compliqué comme celui d'Axiom pour faire cela.

On peut ensuite donner explicitement l'espèce polynomes_recursifs qui

va utiliser ce type :

species polynomes_recursifs(a is ring) inherits ring =

rep = mult_poly_rep(a)

Nous voulons pouvoir interpréter un élément de la forme Inductive(V; P )

de manière mathématique. C'est à dire en considérant que V est un nom de

variable et que P est un polynôme en V , dont les coe�cients sont en repré-

sentation récursive. Ceci nous permettra d'utiliser les opérations disponibles

sur les polynômes en une variable pour e�ectivement écrire du code.

Nous sommes donc amenés à considérer une collection up_rec qui nous

donne cette vision mathématique du type

univ_poly_rep(mult_poly_rep(rep_a))

où rep_a désigne la représentation des éléments de l'anneau a_ring. C'est le

compilateur FoC qui gère le type rep_a implicitement à partir du paramètre

de collection a_ring. Il nous faut dé�nir la composante up_rec de notre

espèce :
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let up_rec is polynomes_univaries(self)

= univ_poly(self)

Nous spéci�ons ici que nous utilisons les polynômes en une variable à

coe�cients sur self complètement implantés dans l'espèce univ_poly. Nous

pouvons restreindre notre vision de univ_poly(self) aux opérations dé-

�nies dans l'espèce polynomes_univaries. Évidemment, il faut que l'es-

pèce complètement instanciée univ_poly utilise le constructeur de types

univ_poly_rep pour que le typage soit cohérent, ce qui est véri�é par le

compilateur de FoC.

On dispose ainsi d'une composante up_rec qui est une collection munie

des opérations mathématiques des polynômes en une variable. Nous pou-

vons l'utiliser par l'appel self !up_rec, utiliser ses opérations (par exemple

self !up_rec !plus) dans la dé�nition d'autres composantes. Évidemment,

ceci fait que les opérations de self qui sont utilisées par univ_poly doivent

être dé�nies sans utiliser up_rec. Comme ce n'est pas notre cas nous devrons

préciser que toutes ces dé�nitions sont récursives entre elles.

En e�et, prenons l'exemple très simple d'a�chage print d'un polynôme

en plusieurs variables. Nous voulons utiliser l'opération output, d'a�chage

des polynômes en une variable, qui nous permet de nommer la variable. Cette

opération utilise bien sûr l'opération print de l'anneau de ses coe�cients soit

self dans le cas présent. Ainsi self !print utilise self !up_rec !output

qui utilise self !print créant une dépendance cyclique. Nous devons donc

dé�nir conjointement toutes les opérations qui utilisent up_rec. Encore une

fois c'est le compilateur FoC qui véri�e ces dépendances.

On voit ainsi que les données que nous utilisons en calcul formel sont

� simples � dans la mesure où on peut les décrire à l'aide d'un système de

types comme celui de Caml-Light ; on pourrait donc les écrire en C. C'est

par contre leur interprétation en tant qu'ensemble mathématique qui est

compliquée. Elle nous amène en e�et à considérer récursivement une partie

de la donnée comme un élément d'un ensemble mathématique avec toutes

ses propriétés.

6.3 Généralisation

Dans ce qui précède nous n'avons jamais utilisé d'opérations spéci�ques

aux polynômes en une seule variable. Nous utilisons simplement les opéra-

tions de polynômes à coe�cients sur un anneau commutatif, qui sont spé-

ci�ées dans l'espèce polynomes_formels. Il n'est pas nécessaire de se res-

treindre au cas d'une seule variable. La seule condition nécessaire est qu'on
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ait bien une arithmétique de polynômes dans laquelle on puisse prendre des

degrés et les trier.

La �gure 6.2 montre un exemple d'espèce ne dé�nissant que les opérations

plus et print. Elle utilise les dé�nitions de la �gure 6.1, qui implémente des

sommes de termes indexées par un ensemble ordonné quelconque. On voit

que, pour pouvoir faire des � simpli�cations � dans la représentation et enle-

ver une variable � inutile �, on doit utiliser la règle qui dit que �X0 est mieux

codé par �. En général on implémente un anneau et pas un simple monoide

additif (mais le code ne tient alors plus sur une page) et la simpli�cation

provient simplement de la règle X0 = 1.

Conclusion

Si nous examinons le code des sommes de termes de la �gure 6.2, pour

pouvoir faire une simpli�cation :

let r = !ind_self!plus(sum_x,sum_y) in

if deg_set!egal(ind_self!degre(r),deg_set!zero)

then ind_self!coefficient_dominant(r)

else #Inductive(s_x,r)

nous voyons que nous sommes obligés de tester si un élément est nul. Le calcul

formel utilise souvent de tels tests d'égalité et on s'aperçoit rapidement que

l'on doit la spéci�er très tôt dans la hiérarchie. La librairie FoC reprend en

cela la librairie Axiom.

On peut toutefois parfaitement parler de l'égalité sans en avoir une implé-

mentation constructive. Par exemple, enOcaml l'égalité des fermetures n'est

pas dé�nie. Elle a toutefois un sens précis puisque le compilateur remplace

souvent un appel F (x) par un appel Fo(x) où Fo est une version optimisée

de la fermeture F qui calcule le même résultat. Le modèle FoC ne fait pas

d'hypothèses sur l'égalité qui est laissée sous la responsabilité du program-

meur. C'est donc bien la librairie de calcul formel qui a�rme que cette égalité

doit être décidable. Je voulais pouvoir me placer dans ce cadre habituel pour

mieux considérer les problèmes. Il pourrait bien sûr être intéressant de voir

dans quelle mesure cette contrainte peut être levée.

Dans cette partie, nous avons vu que l'e�ort du projet FoC s'est concentré

sur les assises sémantiques d'un langage dédié pour le calcul formel. Comme

nous voulions mettre l'accent sur la certi�cation, le code FoC est analysé

par le compilateur qui produit des � dépendances � entre les méthodes d'une

espèce. La �gure 6.3 montre l'analyse des dépendances entre les méthodes de

l'espèce ordre_monomial (voir [Pre01, PD03]). Le compilateur est capable de



106 CHAPITRE 6. IMPLÉMENTATION DES POLYNÔMES EN FOC

Fig. 6.1 � Somme de termes en FoC

type liste_indexee('a,'d) = alias list('a*'d)

species somme_indexee(a is monoide_additif, d is ordre_monomial)

inherits monoide_additif =

rep = liste_indexee(a_mon,deg_set);

let zero = #Nil ;

let lift(a) =

if a_mon!egal(a,a_mon!zero)

then !zero

else #Cons(a,deg_set!zero);

let degre(x) = ... ;

let coefficient_dominant(x) = ... ;

let egal(x,y) = ... ;

let output(s,v) = ... ;

let rec plus(x,y) =

match x with

| #Nil -> y

| #Cons(h_x,t_x) -> (* h_x is the monomial, t_x is the rest *)

match y with

| #Nil -> x

| #Cons(h_y,t_y) -> (* h is head and t is tail *)

let c_x = #fst(h_x) (* the coefficient *) in

let d_x = #fst(h_x) (* the degree *) in

let c_y = #fst(h_y) (* the coefficient *) in

let d_y = #fst(h_y) (* the degree *) in

if deg_set!lt(d_x,d_y) (* d_x < d_y *)

then #Cons(h_y,!plus(x,t_y))

else

if deg_set!lt(d_y,d_x) (* d_y < d_x *)

then #Cons(h_x,!plus(t_x,y))

else (* d_x = d_y *)

let c = a_mon!plus(c_x,c_y) in

if a_mon!egal(c,a_mon!zero)

then !plus(t_x,t_y)

else #Cons(#crp(c,d_x),!plus(t_x,t_y))

end

end ;
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Fig. 6.2 � Sommes récursives en FoC

type indexed_by_strings('a,'d) =

| Base in 'a -> indexed_by_strings('a)

| Inductive in string ->

liste_indexee(indexed_by_strings('a,'d), 'd) ->

indexed_by_strings('a);;

species somme_de_termes_recursive

(a_mon is monoide_additif,

deg_set is ensemble_ordonne)

inherits monoide_additif =

rep = indexed_by_strings(a_mon);

let zero = #Base(a_mon!zero);

let rec

ind_self = somme_indexee(elf, deg_set)

and print(x) = match x with

| #Base a -> a_mon!output(a)

| #Inductive(name, value) ->

!ind_self!output(value,name)

end

and plus(x,y) = match x with

| #Base(a) -> match(y) ->

| #Base(b) -> #Base(a+b)

| #Inductive(s_y, sum_y) ->

#Inductive(s_y,ind_self!plus(ind_self!lift(x),sum_y))

end

| #Inductive(s_x, sum_x) -> match(y) ->

| #Base(b) ->

#Inductive(s_y,ind_self!plus(sum_x,ind_self!lift(y)))

| #Inductive(s_y, sum_y) ->

if #str_lt(s_x,s_y)

then #Inductive(s_y,ind_self!plus(ind_self!lift(x),sum_y))

else

if #str_lt(s_y,s_x)

then #Inductive(s_x,ind_self!plus(sum_x,ind_self!lift(y)))

else

let r = !ind_self!plus(sum_x,sum_y) in

if deg_set!egal(ind_self!degre(r),deg_set!zero)

then ind_self!coefficient_dominant(r)

else #Inductive(s_x,r)

end;
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Fig. 6.3 � Les ordres monomiaux
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véri�er les dépendances entre les espèces de la librairie. La �gure 6.4 montre

une petite partie du graphe d'héritage. Le compilateur véri�e bien sûr l'ab-

sence de cycles dans ce graphe. Le projet a ainsi obtenu des outils qualitatifs

pour aider le développeur de calcul formel a concevoir ses programmes. Ces

outils doivent maintenant avoir une véritable interface utilisateur qui puisse

aider le développeur dans son travail.

La syntaxe concrète de FoC est bien sûr moins riche que celle d'Axiom.

Elle est toutefois su�samment expressive pour qu'un stagiaire de DEA ait pu

traduire d'Axiom en FoC l'ensemble du modèle de la clôture réelle d'Axiom

(voir la section 2). Un autre stagiaire a pu implanter l'algorithme de Cantor

Zassenhauss (voir [QN98]) de factorisation de polynômes en une variable dans

les corps �nis. Ces stagiaires étaient des informaticiens formés à Ocaml et

appréhender FoC leur a été plus facile qu'à un mathématicien qui ne connaît

pas toujours la programmation fonctionnelle.

De mon point du vue de programmeur de calcul formel on peut déjà avoir

� con�ance � dans un code écrit en FoC. Même en l'absence de certi�cation

des algorithmes, des véri�cations importantes sont faites par le compilateur

FoC. L'analyse du code FoC est basée sur un modèle sémantique certi�é en

Coq et le code Ocaml produit est encore véri�é par le compilateur Ocaml.
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Fig. 6.4 � Dépendances de la librairie
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Un éventuel bug du compilateur FoC dans la cohérence du code peut être

détecté par le compilateur Ocaml qui sert ainsi de � garde fou �.



Conclusion générale

Dans ce document, j'ai d'abord présenté le cadre de mes résultats de

calcul formel. Les plus importants sont :

� Le modèle abstrait de la section 2.2 qui permet de faire des calculs

dans des tours d'extensions. On peut ainsi calculer dans des extensions

algébriques réelles indépendamment des algorithmes que l'on utilise

pour � déterminer � les signes.

� L'algorithme 4 et la proposition 4 de la section 3.2 sont le moteur des

méthodes de résolution d'équations à base � d'ensembles triangulaires �

de Daniel Lazard. Aujourd'hui les programmesAldor de Marc Moreno

commencent à o�rir une alternative crédible aux � bases de Gröbner �.

� La généralisation du théorème classique de Sturm est la proposition

5. L'algorithme 5 permet en pratique d'éviter de scinder les intervalles

d'isolation. Nous généralisons ainsi les méthodes de Marie Françoise

Roy qui ont une bonne complexité théorique.

De même que l'algorithme 4 a eu des applications pour la résolution

d'équations, on peut penser que l'algorithme 5 puisse s'appliquer à

la résolution réelle d'équations. On peut imaginer une alternative à

la � représentation univariée rationnelle � de Marie Françoise Roy et

Fabrice Rouillier.

Il faut encore faire de ces algorithmes et du prototype qui les valide un

véritable logiciel qui puisse être distribué. Récemment, sur l'initiative de Tim

Daly l'un des implémenteurs d'Axiom, la société NAG a abandonné ses droits

sur Axiom. Il est en passe d'être di�usé sous licence libre. Ceci permettra

à la communauté de calcul formel de capitaliser un e�ort représentant 300

hommes années. Une nouvelle version de la clôture réelle pour Axiom est

envisageable.

Les représentations à base d'intervalles d'isolation pour les nombres algé-

briques réels de la section 2.2.3 sont bien adaptées aux nombres réels usuels.

Dans certains cas, la géométrie réelle nécessite de se placer dans un voisinage

d'un point. On fait une � petite déformation � d'une courbe algébrique, on

ajoute ainsi un � � � in�niment petit au corps de base. Pouvoir considérer
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que ce corps contenant des nombres in�niment grands et in�niment petits est

réel clos apporte une aide au mathématicien. Il peut ainsi prendre les racines

de polynômes dont les coe�cients contiennent des in�nitésimaux.

Actuellement, aucun programme ne permet de gérer e�cacement de tels

nombres. Ce sont en e�et des séries de Puiseux très lourdes à manipuler. Une

généralisation du modèle de la clôture réelle permet d'en avoir une représen-

tation plus compacte puisque seules les � racines réelles � sont des séries. Les

nombres algébriques eux mêmes sont des polynômes comme dans le chapitre

2. J'ai réalisé une première implémentation en Axiom de cette arithmétique

qui montre qu'on peut avoir une bonne e�cacité.

Il faut encore formaliser la théorie, mais les in�nitésimaux sont un pre-

mier pas vers une � analyse non standard � e�ective. Les techniques de

simpli�cations du théorème 5 peuvent s'appliquer plus largement que dans

les anneaux contenant des nombres algébriques. Certaines s'appliquent aux

in�nitésimaux.

Une question importante en calcul formel est la résolution des équations

en dimension positive. Les solutions du système ne sont alors plus des points

mais bien des courbes ou des surfaces. On pourrait peut être appliquer cer-

taines techniques de simpli�cations des in�nitésimaux pour les � variables

transcendantes � qui interviennent au cours des calculs.

L'implémentation de ces � calculs � compliqués m'a naturellement amené

à la seconde partie de ce document. J'ai été amené à me poser en termes

précis des questions sur la � sémantique � des programmes que j'écrivais.

C'est ce qui a aboutit à la création, avec Thérèse Hardin, du projet FoC et

aux concepts sous-jacents de la section 5 du langage FoC. La section 6 a

montré que l'on pouvait déjà écrire des programmes dans lesquels on peut

avoir � con�ance �.

Je pense qu'il est donc déjà possible de programmer dans un tel langage.

En particulier, on peut maintenant donner un véritable cadre aux � mathé-

matiques e�ectives � que nous faisons en calcul formel. J'espère qu'une pro-

chaine di�usion de FoC pourra montrer que l'on peut concevoir et démontrer

des algorithmes dans un même formalisme. Nous espérons ainsi recueillir des

éléments permettant de mieux adapter la syntaxe concrète de notre langage

aux habitudes des mathématiciens.

Avec FoC on a une vision uniforme de la � construction � mathématique.

Elle va de la description d'une structure algébrique ou d'un algorithme à son

implantation, � documentée � par ses propriétés. La di�érence entre calculer

et prouver s'estompe. La preuve du théorème est � ce que fait � l'algorithme

et prouver l'algorithme � est � le théorème.

Bien souvent, en calcul formel, nous sommes amenés à concevoir un cadre

théorique pour montrer que les calculs que nous faisons on bien un sens.
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D'une certaine façon, nous construisons un nouvel objet mathématique et

notre problème est de lui donner un � sens �. Nous montrons ainsi qu'il est

fondé. De telles approches nécessitent un environnement comme celui de FoC

pour que le mathématicien puisse parler de la même façon de la construction

et de sa justi�cation.

Actuellement, la preuve est réservée à la phase de développement et de

compilation. On pourrait envisager de faire une preuve en cours d'exécution,

pour tirer dynamiquement partie d'une propriété par exemple. On peut aussi

imaginer de faire un calcul pendant une preuve. Les algorithmes � d'élimina-

tion de quanti�cateurs � en sont un exemple, la � décomposition cylindrique �

de Georges Collins permet d'aborder ces problèmes.

Nous allons bientôt pouvoir aborder des exemples importants comme

l'� évaluation dynamique � de Dominique Duval, dont nous avons � esquissé �

le fonctionnement dans le chapitre 2. Nous avons là un procédé constructif

dont le sens peut être éclairé par la théorie des esquisses. Les � anneaux de

Prüfer �, considérés par Henri Lombardi, o�rent un cadre mathématique où la

résolution d'équations est naturelle. Une vision constructive de ces anneaux

pourrait permettre des progrès dans la résolution d'équations. Ces approches

� constructives � des mathématiques pourront ainsi être automatisées.

Au delà du calcul formel, FoC o�re au programmeur une approche ho-

mogène pour la représentation des données, les opérations que l'on peut leur

appliquer et leurs nécessaires spéci�cations. La programmation par objets

permet au programmeur d'abstraire la représentation pour n'exposer que

des méthodes. Les variables d'instance cachent cette représentation. La pro-

grammation � par représentation �, que nous proposons avec FoC, permet

elle de considérer la donnée e�ective comme un paramètre implicite. On peut

ainsi énoncer plus facilement les spéci�cations puisqu'elles ont alors le même

statut que les opérations.

Le paradigme des entités, collections et espèces que nous proposons est

directement issu des mathématiques. Cette vision est donc très naturelle et

on peut penser que le modèle s'applique plus largement. Ainsi, un physicien

théorique considère des � particules � qu'il manipule comme des � formules �.

Beaucoup d'entre eux utilisent déjà des outils de calcul formel pour faire ces

� calculs �. On peut penser qu'une meilleure description du formalisme spé-

ci�que qu'ils utilisent leur permettrait de faire plus de calculs automatique-

ment.

Beaucoup de livres scienti�ques sont écrits à la manière des mathéma-

tiques. On y développe d'abord une théorie formelle que l'on applique ensuite.

FoC est adapté à cette démarche et pas simplement au calcul formel. On

peut penser que la demande croissante de �abilité des logiciels amènera rapi-

dement un changement dans leurs méthodes de développement. Il faudra, en
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particulier, mettre plus l'accent sur la spéci�cation et sa cohérence. Pouvoir

manipuler la spéci�cation et l'implantation dans le même formalisme apporte

une aide au développement. On écrit ainsi plus rapidement des programmes

justes.

La méthodologie de conception de FoC a été celle d'une écoute perma-

nente. Le spécialiste du calcul formel que je suis à été obligé de prendre en

compte les nécessités de la sémantique et de la certi�cation de programmes.

De même, il a fallu intégrer la spéci�cation mathématique dans la sémantique

du langage. Les experts en certi�cation ont ainsi pu prendre en compte les

nécessités de l'algébriste qui élabore une théorie par étapes.

Le modèle uniforme que nous proposons dans FoC permet d'aborder

l'algèbre des mathématiciens de la même manière que la logique des séman-

ticiens. Je pense qu'un tel langage peut trouver des applications au delà des

domaines du calcul formel et de la certi�cation dont il est issu.
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